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Vorwort

Bayessche Netze stellen einen Formalismus zur Verarbeitung und Repr�asentation von
unsicheremWissen dar� Mit ihrer Hilfe lassen sich Dom�anen modellieren� in denen mit
Unsicherheit behaftete Schlu�folgerungen gezogen werden m�ussen�

F�ur das L�osen �Evaluieren� von Bayesschen Netzen wurden exakte und n�aherungs	
weise Verfahren �Inferenzalgorithmen� entwickelt� In beiden F�allen ist die Berech	
nungskomplexit�at von gro�er Bedeutung �Das exakte oder auch n�aherungsweise L�osen
von Bayesschen Netzen ist NP�vollst�andig���

Normalerweise beschreiben Bayessche Netze Kausalzusammenh�ange� die entweder
zeitunabh�angig sind oder zu einem bestimmten Zeitpunkt gelten�

Dynamische Bayessche Netze sind eine Erweiterung von Bayesschen Netzen und
erm�oglichen die Modellierung von zeitabh�angigen Prozessen� indem �uber die Zeit soge	
nannte Zeitscheiben �Das sind Bayessche Netze� die durch Kanten mit dem alten Netz
verbunden werden�� an das bestehende Netz angeh�angt werden k�onnen� Dabei w�achst
das Netz� und f�ur die Evaluation des Netzes werden die Laufzeiten immer l�anger und der
Arbeitsspeicherbedarf immer umfangreicher� Damit die Evaluation eines Dynamischen
Bayesschen Netzes in einem zeitlichen Rahmen bleibt und auch der Arbeitsspeicherbe	
darf nicht �uber die vorhandenen Ressourcen steigt� m�ussen alte Zeitscheiben abgeh�angt
werden� was auch als Rollup bezeichnet wird�

Problemstellung

Das Problem des Rollups stellte sich konkret bei der Behandlung der Dynamischen
Bayesschen Netze im Ready	System�� F�ur das L�osen der Ready	Netze wird das
Programm Netica 
Net ��
 Net ��� verwendet� das das Programm IDEAL� 
Srinivas
� Breese ��� abl�oste�

Das ProgrammNetica war auch dazu vorgesehen� zur L�osung der Problemstellung
beizutragen� In der Aufgabenstellung des Problems wurde zuerst davon ausgegangen�
da� beim Rollup grunds�atzlich ein Informationsverlust auftritt� Es war deshalb wichtig
festzustellen� ab wann �d�h� wieviele Zeitscheiben vor der gegenw�artigen Zeitscheibe�
der Informationsverlust durch den Rollup vernachl�assigbar ist� F�ur die Berechnung des
Informationsverlustes war es notwendig� die Knoten zu identi�zieren� die die Hauptur	
sache f�ur den Informationsverlust sind� Mit der Einsch�atzung des Informationsverlustes

�Die Dynamischen Bayesschen Netze im Ready�System haben gegen�uber Standard Bayesschen
Netzen einige Besonderheiten� so da� im weiteren von Ready�Netzen die Rede ist� wenn die Dyna�
mischen Bayesschen Netze des Ready�Systems gemeint sind�

�IDEAL ist das Akronym f�ur In�uence Diagram Evaluation and Analysis in Lisp�
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und der Betrachtung der eigenen Ressourcen wie Arbeitsspeicher und Rechenzeit sollte
vom System selbst�andig entschieden werden� wann ein Rollup durchzuf�uhren ist�

Dazu mu� das System Rechenzeit und Speicherbedarf vorhersagen� bevor sie wirk	
lich auftreten� Hierbei entstand das Problem� da� man auf die interne Datenstruktur
�den sogenannten Junction Tree� zugreifen mu�� Die vorhandenen Hilfsmittel wie z�B�
Netica erlauben jedoch keinen Zugri� von au�en auf den Junction Tree�
F�ur die Evaluation von Bayesschen Netzen gibt es mehrere Verfahren� die auf einem

Junction Tree arbeiten� Wie sich jedoch herausstellte� sind nur einige Verfahren davon
geeignet� Dynamische Bayessche Netze e�zient zu unterst�utzen�

So erweiterte sich die Aufgabenstellung um die Implemetierung eines geeigneten
Inferenzalgorithmus� der demBenutzer einen Zugri� auf die internen Strukturen erm�og	
licht� und dabei die Dynamischen Bayesschen Netze e�zient unterst�utzt� Zusammen
mit der Implementierung des Inferenzalgorithmus und den Forschungsergebnissen von

Kj�rul� ��� wurde klar� da� ein Rollup von Dynamischen Bayesschen Netzen ohne
Informationsverlust machbar ist� Diese Verfahren konnten nicht ohne weiteres auf
komplexe Netze wie die von Ready angewendet werden�

In der vorliegenden Arbeit wird nun gezeigt� wie sich auch bei komplexeren Dy	
namischen Bayesschen Netzen ein Rollup ohne Informationsverlust durchf�uhren l�a�t�
Zugleich wird ein Rollup	Verfahren vorgestellt� da� nicht wie �ublich nur den Rollup der
�altesten Zeitscheibe zul�a�t� sondern den Rollup jeder beliebigen Zeitscheibe erm�oglicht�

Die Rollup	Verfahren setzen einige Bedingungen an das Dynamischen Bayesschen
Netz voraus� das aufgerollt werden soll� Diese Bedingungen werden von den Ready	
Netzen nicht erf�ullt� Es wird gezeigt� wie sich durch Umformungen der Ready	Netze
die Probleme beseitigen lassen�

Aufbau der Arbeit

Die Rollup	Verfahren� die in der vorliegenden Arbeit vorgestellt bzw� neu entwickelt
werden� arbeiten auf dem sogenannten Junction Tree des Dynamischen Bayesschen
Netzes oder nehmen direkte Ver�anderungen an den Wahrscheinlichkeitentabellen der
Knoten und an der Struktur des Dynamischen Bayesschen Netzes vor�

Im ersten Kapitel wird nach der Motivation und Begri�sbildung f�ur mehrfach
verbundene Bayessche Netze an zwei Beispielnetzen die Bestimmung eines Junction
Trees anschaulich erkl�art� Dabei werden elementare Begri�e wie z�B� Moralisierung�
Eliminationsreihenfolge� Triangulierung� Junction Graph� Junction Tree Eigenschaft�
Junction Tree� Knotenzuordnung und ��Tabellen eingef�uhrt und de�niert� Eine Alge	
bra von Wahrscheinlichkeitentabellen vereint die a	priori und bedingten Wahrschein	
lichkeiten sowie die Belegung von Knoten mit Evidenzen in einer Schreibweise� Unter
konsequenter Benutzung dieser Schreibweise werden mehrere exakte Inferenzverfahren
vorgestellt� die auf dem Junction Tree arbeiten und von den Rollup	Verfahren in dieser
Arbeit ben�otigt werden�

Im zweiten Kapitel werden die Dynamischen Bayesschen Netze auf der Grund	
lage der Bayesschen Netze eingef�uhrt� Es wird gezeigt� wie sich die Schemata und die
Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes e�ektiv und ressourcenschonend ver	
walten lassen� F�ur die Behandlung der Dynamischen Bayesschen Netze werden zwei
verschiedene Verfahren systematisch miteinander verglichen� Mit einem der beiden
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Verfahren werden dabei schon die Grundlagen f�ur einige Rollup	Verfahren gescha�en�
Ebenso wird auch der f�ur die Dynamischen Bayesschen Netze und den Rollup wichti	
ge Begri� der eingeschr�ankten Eliminationsreihenfolge eingef�uhrt� der den Begri� der
Eliminationsreihenfolge f�ur Bayessche Netze erweitert�
Das dritte Kapitel ist ganz dem Rollup f�ur Dynamische Bayessche Netze ge	

widmet� Es werden verschiedene exakte Verfahren vorgestellt� die den Rollup� au�er
beim �Approximativen Rollup�� ohne Informationsverlust durchf�uhren� Als ein weite	
rer wichtiger Begri� wird das sogenannte D�Separations�Kriterium erw�ahnt� In einer
gro�en �Ubersicht werden die Rollup	Verfahren abschlie�end gegen�uber gestellt� ihre
Vor	 und Nachteile aufgez�ahlt und ihre Anwendbarkeit kategorisiert� anhand derer ein
Anwender sich f�ur sein Problem ein richtiges Rollup	Verfahren aussuchen kann�
Im anschlie�enden vierten Kapitel wird gezeigt� wie die Ready	Netze angepa�t

werden k�onnen� damit auf sie ein Rollup angewendet werden kann� Dazu werden die
verschiedenen Besonderheiten der Ready	Netze sowohl an einem generischen Schema
als auch an einem konkreten Beispielnetz einzeln erl�autert� An diesem Schema und
dem konkreten Beispielnetz wird dann auch gezeigt� warum die jeweilige Besonderheit
der Ready	Netze einen Rollup verhindert und wie man diese Eigenschaften umformen
kann� so da� sich ein Rollup	Verfahren fehlerfrei anwenden l�a�t�
Zur Erh�ohung der Lesbarkeit wurden technische Ausf�uhrungen in Anh�ange aus	

gelagert� Als Anhang werden ebenfalls mehrere Programmdurchl�aufe vom Programm
RUBIN beigef�ugt� Dieses Programm wurde entwickelt� um die theoretischen Aspekte
beim Rollup nachvollziehen zu k�onnen�
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�Ubersicht der Fachbegri�e

Zur Zusammenfassung sind im folgenden die einzelnen Kapitel mit �Uberschrift und den
Fachbegri�en aufgef�uhrt� die dort vorkommen�

Kapitel � Mehrfach verbundene Bayessche Netze
Notation und L�osungsalgorithmen f�ur Bayessche Netze� unsicheres Wissen� Abh�angigkeiten�

Wahrscheinlichkeiten� einfach verbundenes Bayessches Netz� mehrfach verbundenes Bayessches

Netz� gerichteter Graph� Kausalzusammenhang� Proposition� Hypothese� Modell� Dom�ane� a�

priori� und bedingte Wahrscheinlichkeiten� Knoten� �diskrete� Zufallsvariable� Elementarer�

eignis� Wertebereich� Wurzelknoten� Graph G� Knotenmenge V� Kantenmenge E� Quelle der

Kante� Ziel der Kante� Elternknoten� Kinderknoten� Familie eines Knotens� benachbart �adja�

zent�� Zyklus� gerichteter azyklischer Graph �DAG�� pa�V �� ch�V �� fa�V �� adj�V �� gerichtete

und ungerichtete Kante� Instantiierung eines Knotens� L�osungsverfahren� exakte und approxi�

mative Algorithmen� Junction Tree Verfahren� Moralisierung� moralisierter Graph Gm� Elimi�

nationsreihenfolge� triangulierter Graph Gt� Junction Graph J � Junction Tree T � Wurzelkno�

ten� Megaknoten� maximum cardinality search� L�oschen� Eliminieren� Teilgraph� Junction Tree

Eigenschaft� Gewicht einer Clique� Ordnung des Graphens� chord� �redundanter� �ll�in� mini�

male Triangulierung� perfekte Eliminationsreihenfolge� �maximaler� Cluster� Clique� Separator�

Knotenzuordnung� ��Tabelle� Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen� Knotenmenge� Kon��

guration� Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten� Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten�

Normalisierungskonstante �� �nding eines Knotens� T�nding���� Multiplikation und Division von

Tabellen� Marginalisation von Tabellen� Inferenzverfahren� Collect und Distribute Evidence�

Initialisierung� Au	rischung� aufrufender Knoten� Absorption� BEL�Wert� Aalborg Architek�

tur� Shafer�Shenoy Architektur� Shafer�Shenoy Skripte� Polynom�Propagierung� multivariates

Polynom� Hypothesenparametrisierung� Query�DAG� Evidenz� und Query�Variable� Q�DAG

Evaluator

Kapitel � Dynamische Bayessche Netze
Dynamisches Bayessches Netz �DBN�� stochastischer temporaler Proze�� Zeitscheibe� Zustand�

sentwicklungsmodell� Rollup� dynamischer Knoten� Schema� V�t�� n�� V�t�� temporale Kante�

relationale Kante� zeitliche Kante� Markov Eigenschaft� Interfaceknoten� Strukturerhaltung�

eingeschr�ankte Eliminationsreihenfolge� Satz von Rose� Tarjan und Lueker� geordneter Graph�

vorberechnete Zeitscheibe

Kapitel � Rollup f�ur Dynamische Bayessche Netze
Ressource� Aufspalten eines Knotens� L�oschen eines Knotens� Rollup�Verfahren� Gesamtwahr�

scheinlichkeit� Knotenabsorption� Gr�o�e einer Wahrscheinlichkeitentabelle� 
�Tcpt����� D�Sepa�

rations�Kriterium� Vorg�angerknoten� Nachfolgerknoten� Prediction�Estimation Verfahren� Zu�

standsraum� dHUGIN� Modell� P i� Markov�Eigenschaft� Zeitfenster �time window�� Backward

smoothing model� Forecasting model� Stochastische Simulation� Vergr�o�erung des Zeitfensters�
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Verkleinerung des Zeitfensters� Backward smoothing slice� Forecast slices� Time window slices�

Polynom�Rollup� Zeitscheibenorientiert� Knotenorientiert� �faktorisierte� Shafer�Shenoy Skrip�

te� approximativer Rollup� kanonische Menge der Zufallsvariablen� Partition von Zufallsvaria�

blen� schwache Interaktion� sp�arliche Interaktion� Dialogsteuerung

Kapitel � Ready	Netze
Ready�Netze� Dialogsystem� statischer Knoten� tempor�arer Knoten� Doppelschema� Nachin�

stantiierung von Netzstrukturen� zeitscheiben�uberspringende Kante� Zustandsentwicklungsmo�

dell

Kapitel � Zusammenfassung und Ausblick

Anhang A Mehrfach verbundene Bayessche Netze
Aalborg Architektur� Collect Evidence� Distribute Evidence� Absorption� Initialisierung� Auf�

frischung� ��Tabelle� Marginalisation� Separator� Clique� T�nding���� Shafer�Shenoy Architek�

tur� Polynom�Propagierung� a�priori�Parametrisierung� CPT�Parametrisierung� Gau�scher Al�

gorithmus� Sensitivit�atsanalyse� D�Separations�Kriterium� blockieren� aktivieren

Anhang B Mathematik
Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen� Tabelle �uber einer Knotenmenge� Hypothese� mehr�

dimensionaler Vektor� Vektorelement� Kon�guration� Tabellenelement� Tabelle bedingter Wahr�

scheinlichkeiten �CPT�� Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten �JPT�� Wahrscheinlichkei�

tentabelle� Gleichheit von Tabellen� Multiplikation und Division von Tabellen� Marginalisati�

on� Produkt�Marginalisation� multivariate Polynome� Polynom� Multiindizes� Polynomadditi�

on� Polynommultiplikation� Polynomring� �teilweise bzw� totale� Ordnung

Anhang C Das Programm
RUBIN � mehrfach verbundene Bayessche Netze� Visualisierungsprogramm� Hypothesenpara�

metrisierung� De�nition eines Knotens� a�priori Parametrisierung� Collect und Distribute Evi�

dence� Dynamisches Bayessches Netz� Zeitscheibe� temporale Kanten� pruning� Shafer�Shenoy

Skript
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Kapitel �

Mehrfach verbundene Bayessche

Netze

Mehrfach verbundene Bayessche Netze sind eine spezielle Art von Bayes	
schen Netzen� Mit Bayesschen Netzen l�a�t sich unsicheres Wissen modellie	
ren und handhaben� Die in den Bayesschen Netzen modellierten Abh�angig	
keiten zwischen Ereignissen sind dabei mit Wahrscheinlichkeiten behaftet�
F�ur die Handhabung des unsicheren Wissens in Bayesschen Netzen existie	
ren verschiedene L�osungsverfahren�

In diesem Kapitel wird zun�achst anhand von zwei kleinen Beispielnet	
zen der Einsatz von Bayesschen Netzen motiviert und anschlie�end formal
die Begri�e und Schreibweisen f�ur mehrfach verbundene Bayessche Netze
eingef�uhrt� Daraufhin werden verschiedene L�osungsverfahren f�ur mehrfach
verbundene Bayessche Netze vorgestellt� Diese L�osungsverfahren werden
in einem sp�ateren Kapitel so angepa�t oder weiterentwickelt� da� ein so	
genannter Rollup von Dynamischen Bayesschen Netzen �siehe Kapitel ��
ausgef�uhrt werden kann�

Bayessche Netze lassen sich in einfach und mehrfach verbundene Bayessche Netze
einteilen� Bei einfach verbundenen Bayesschen Netzen gibt es zwischen jedem Paar von
Knoten jeweils nur einen Pfad� Existiert zwischen wenigstens einem Paar von Knoten
mehrere Pfade� so ist es ein mehrfach verbundenes Bayessches Netz� Da sich die einfach
verbundenen Bayesschen Netze auch mit den Verfahren f�ur die mehrfach verbundenen
Bayesschen Netze l�osen lassen� werden die einfach verbundenen Bayesschen Netze in
dieser Arbeit nicht weiter betrachtet� Dem geneigten Leser f�ur einfach verbundene
Bayessche Netze sei 
Pearl ��� als Literatur empfohlen� in dem unter anderem auch
einfach verbundene Bayessche Netze besprochen werden�

Nach einer informellen Einf�uhrung von mehrfach verbundenen Bayesschen Net	
zen und der notwendigen Begri�sbildung werden verschiedene Verfahren zum L�osen
�Evaluieren� von mehrfach verbundenen Bayesschen Netzen vorgestellt� Es sind exak	
te L�osungsalgorithmen� die zur Kategorie der Junction	Tree	Verfahren z�ahlen� Diese
Verfahren berechnen auf der Struktur des Bayesschen Netzes �der gerichtete Graph�
eine sekund�are Struktur� den Junction Tree� auf dem dann die Berechnungen� durch	

�Die Berechnungen auf dem Junction Tree werden auch als Inferenz oder Propagierung bezeichnet�
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gef�uhrt werden k�onnen�� Die Bestimmung eines Junction Trees wird Schritt f�ur Schritt
pr�asentiert� Jeder Schritt wird dabei mit der notwendigen Begri�sbildung sowie wei	
terf�uhrendem Hintergrundwissen ebenso allgemeing�ultig wie auch an zwei kleinen Bei	
spielnetzen dargestellt�

Nachdem der Junction Tree konstruiert ist� m�ussen die quantitativen Zusammen	
h�ange aus dem Bayesschen Netz in den Junction Tree konsistent �ubertragen werden�
Dazu wird eine Schreibweise �Notation� eingef�uhrt� die die mathematischen Gesichts	
punkte der quantitativen Zusammenh�ange au�er acht l�a�t�� Dadurch kann man sich auf
die wesentlichen Gesichtspunkte der Berechnungen konzentrieren� die bei der Inferenz
im Junction Tree durchgef�uhrt werden� Es sind dies die Addition� die Multiplikation
und die Division�

Anhand von zwei Beispielnetzen werden nun mehrfach verbundene Bayessche Netze
vorgestellt und dann die entsprechende Notation eingef�uhrt�

��� Motivation

Bayessche Netze dienen der Repr�asentation von unsicherem Wissen� In
solchen Netzen k�onnen kausale Zusammenh�ange zwischen einzelnen Propo	
sitionen� sogenannten Hypothesen� dargestellt werden� Dieses wird in den
beiden folgenden Beispielen veranschaulicht� Im Anschlu� daran folgen die
formalen De�nitionen f�ur Bayessche Netze�

Das nun folgende Beispiel ����� wurde aus 
Pearl ��� entnommen �siehe dazu auch

Spiegelhalter ���� 
Neapolitan ��� und 
Cooper �����

Koma Kopfschmerzen

GehirntumorCalciumspiegel

A

D

C

E

B

Krebsmetastasen

Abbildung ���� Beispielnetz Gehirntumor 
P�a� b� c� d� e� � P�a� �P�b j a� �P�c j a� �P�d j
b� c� � P�e j c��

�In �Neapolitan �
� Pearl ��� werden auch approximative oder andere exakte L�osungsverfahren
vorgestellt� auf die hier nicht eingegangen wird� Zu den approximativen Verfahren geh�ort zum Beispiel
stochastic simulation� Andere exakte Verfahren sind beispielsweise clustering und conditioning�

�Es ist zum Beispiel zwischen bedingten Wahrscheinlichkeiten� a�priori Wahrscheinlichkeiten� und
Instantiierungen von Knoten zu unterscheiden�



���� Motivation �

Beispiel ����� �Gehirntumor�
Dieses Beispiel ist ein einfaches Modell �einfaches Bayessches Netz� zur Darstellung
des Sachverhaltes �der Dom�ane� �Gehirntumor�� wobei nur die Zust�ande des Patienten
bez�uglich Krebsmetastasen� Gehirntumor� Calciumspiegel� Koma und Kopfschmerzen
ber�ucksichtigt werden k�onnen� Mi�t ein behandelnder Arzt zum Beispiel Fieber� so
kann es in diesem Modell nicht behandelt werden�
Es seien nun die folgenden kausalen Zusammenh�ange bekannt� Krebsmetastasen

sind die Ursache eines Gehirntumors und k�onnen auch den Calciumspiegel erh�ohen�
Ein Gehirntumor oder ein erh�ohter Calciumspiegel k�onnen dazu f�uhren� da� ein Patient
ins Koma f�allt� Ein Gehirntumor kann wiederum starke Kopfschmerzen verursachen�
Andere direkte Zusammenh�ange seien unbekannt� Die kausalen Zusammenh�ange der
Dom�ane werden als gerichteter Graph f�ur das Bayessche Netz �siehe Abbildung ����
modelliert�
Jeder Knoten des Netzes symbolisiert eine diskrete Zufallsvariable� die als Wer	

temenge zwei Hypothesen besitzt� die zwei Ereignisse repr�asentieren� wobei das eine
Ereignis genau dann eintritt� wenn das andere Ereignis ausgeschlossen wird�

Krebsmetastasen �A� a� � nein� a� � ja�
P�a� � P�a�� � ���� P�a�� � ����

Calciumspiegel �B � b� � normal� b� � erh�oht�
P�b j a� � P�b� j a�� � ���� P�b� j a�� � ����

P�b� j a�� � ���� P�b� j a�� � ����

Gehirntumor �C � c� � nein� c� � ja�
P�c j a� � P�c� j a�� � ���� P�c� j a�� � ����

P�c� j a�� � ���� P�c� j a�� � ����

Koma �D � d� � nicht im Koma� d� � komat�os�
P�d j b� c� � P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����

P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����
P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����
P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����

Kopfschmerzen �E � e� � keine� e� � starke�
P�e j c� � P�e� j c�� � ���� P�e� j c�� � ����

P�e� j c�� � ���� P�e� j c�� � ����

Tabelle ���� bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die
Knoten des Beispielnetzes Gehirntumor in Abbildung ���

Der Knoten A symbolisiert die Zufallsvariable Krebsmetastasen� die die beiden
Ereignisse �Der Patient hat keine Krebsmetastasen�� und �Der Patient hat Krebsmeta	
stasen�� zusammenfa�t� Der Wertebereich von Krebsmetastasen ist fnein� jag� Die
Hypothese �nein� der Zufallsvariablen Krebsmetastasen steht f�ur �Der Patient hat
keine Krebsmetastasen��� und die Hypothese �ja� steht f�ur �Der Patient hat Krebsme	
tastasen��� Die zugeh�origen Hypothesen der Zufallsvariablen Calciumspiegel sind
�normal� und �erh�oht�� Sie repr�asentieren die beiden Ereignisse �Der Patient hat nor	
malen Calciumspiegel�� und �Der Patient hat erh�ohten Calciumspiegel��� Der Knoten
C symbolisiert die Zufallsvariable Gehirntumor mit der Hypothese �nein� f�ur das
Ereignis �Der Patient hat keinen Gehirntumor�� und der Hypothese �ja� f�ur das Er	
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eignis �Der Patient hat einen Gehirntumor��� Dem Knoten D ist die Zufallsvariable
Koma mit den Hypothesen �komat�os� und �nicht im Koma� zugeordnet� Dabei steht
die Hypothese �komat�os� f�ur das Ereignis �Der Patient be�ndet sich in tiefer Bewu�t	
losigkeit�� und die Hypothese �nicht im Koma� f�ur das Ereignis �Der Patient ist bei
Bewu�tsein��� Die Hypothesen f�ur den Knoten E � der das Ereignis Kopfschmerzen
repr�asentiert� sind �keine� und �starke��

Die Hypothesen h der einzelnen Knoten sind mit h� f�ur das Eintre�en des ersten
Zustandes bzw� mit h� f�ur das Eintre�en des zweiten Zustandes beschriftet� wobei
h � fa� b� c� d� eg�
In der Tabelle ��� sind die Wahrscheinlichkeiten der jeweiligen Knoten des Beispiels

in Abh�angigkeit vom Zustand ihrer Elternknoten festgelegt�� Aus dieser Tabelle geht
zum Beispiel hervor� da� mit einer Wahrscheinlichkeit von ��� keine Krebsmetasta	
sen zu bef�urchten sind� oder auch� da� ein Patient ohne Krebsmetastasen mit einer
Wahrscheinlichkeit von ��� einen erh�ohten Calciumspiegel hat� Bsp

Beispiel ����� �Asienbesuch�
Dieses Beispiel �entnommen aus 
Neapolitan ���� ist um einige Knoten gr�o�er als das
vorhergehende Beispiel� Es handelt sich wiederum um einen kleinen medizinischen
�Laien	�Sachverhalt�

Atembeschwerden k�onnen gleicherma�en von Lungenkrebs oder Tuberkulose her	
r�uhren� Ein positiver R�ontgenbefund steht zu gleichen Teilen f�ur Lungenkrebs oder
Tuberkulose� Ein k�urzlicher Asienbesuch verst�arkt dabei die Wahrscheinlichkeit von
Tuberkulose� Auch Bronchitis ist eine Ursache f�ur Atembeschwerden� wie Rauchen f�ur
Lungenkrebs oder Bronchitis�

B

D

C

H

Raucher

A F

Tuberkulose

E G

Asienbesuch

R�ontgenbefund

Lungenkrebs Bronchitis

Atembeschwerden

Tb oder Lk

Abbildung ���� Beispielnetz Asienbesuch 
P�a� b� c� d� e� f� g� h� � P�a� � P�b j a� � P�c j
b� e� � P�d j c� � P�e j f� � P�f� � P�g j h� � P�h j c� g��

�Die Wahrscheinlichkeiten der Knoten mit Elternknoten werden als bedingte Wahrscheinlichkeiten

�siehe De�nition ������ bezeichnet� Die Wahrscheinlichkeiten der Wurzelknoten� d�h� der Knoten ohne
Elternknoten� werden als a�priori Wahrscheinlichkeiten �siehe Seite �� bezeichnet�



���� Struktur �

Der gerichtete Graph in Abbildung ��� stellt diese Zusammenh�ange anschaulich dar�
Jeder Knoten des Netzes ist bin�ar� d�h� er hat zwei Hypothesen� die das zugeh�orige
Ereignis eintre�en oder nicht eintre�en lassen� Die dazugeh�origen bedingten Wahr	
scheinlichkeiten der Knoten bzw� die a	priori Wahrscheinlichkeiten der Wurzelknoten
k�onnen dabei der Tabelle ��� entnommen werden� Bsp

Asienbesuch �A� a� � ja� a� � nein�
P�a� � P�a�� � ���� P�a�� � ����

Tuberkulose �B � b� � in�ziert� b� � nein�
P�b j a� � P�b� j a�� � ���� P�b� j a�� � ����

P�b� j a�� � ���� P�b� j a�� � ����

Tb oder Lk �C � c� � ja� c� � nein�
P�c j b� e� � P�c� j b�� e�� � � P�c� j b�� e�� � �

P�c� j b�� e�� � � P�c� j b�� e�� � �
P�c� j b�� e�� � � P�c� j b�� e�� � �
P�c� j b�� e�� � � P�c� j b�� e�� � �

R�ontgenbefund �D � d� � positiv� d� � negativ�
P�d j c� � P�d� j c�� � ���� P�d� j c�� � ����

P�d� j c�� � ���� P�d� j c�� � ����

Lungenkrebs �E � e� � positiv� e� � negativ�
P�e j f� � P�e� j f�� � ���� P�e� j f�� � ����

P�e� j f�� � ���� P�e� j f�� � ����

Raucher �F � f� � ja� f� � nein�
P�f� � P�f�� � ���� P�f�� � ����

Bronchitis �G � g� � positiv� g� � negativ�
P�g j f� � P�g� j f�� � ���� P�g� j f�� � ����

P�g� j f�� � ���� P�g� j f�� � ����

Atembeschwerden �H � h� � ja� h� � nein�
P�h j c� g� � P�h� j c�� g�� � ���� P�h� j c�� g�� � ����

P�h� j c�� g�� � ���� P�h� j c�� g�� � ����
P�h� j c�� g�� � ���� P�h� j c�� g�� � ����
P�h� j c�� g�� � ���� P�h� j c�� g�� � ����

Tabelle ���� bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die
Knoten des Beispielnetzes Asienbesuch in Abbildung ���

��� Struktur

Nach der informalen Einf�uhrung der Bayesschen Netze durch zwei ein	
fache Beispiele werden im folgenden die Begri�e und Schreibweisen formal
de�niert� Dazu wird zuerst die Struktur der Bayesschen Netze betrachtet�
die dann mit Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeiten versehen wird�
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F�ur die Bezeichnung von Graphen� und Bayesschen Netzen werden im folgenden
verschiedene Begri�e de�niert�

De�nition ����� �Graph�
Ein Graph G ist ein Tupel �V�E� mit

� V ist eine endliche Menge von Knoten� und

� E ist eine Teilmenge von V �V� Die Elemente von E hei�en Kanten�

Man schreibt� G � �V�E��
Ein Graph G � �V�E� mit zwei Abbildungen

Q � E� V �Quelle der Kante� und

Z � E� V �Ziel der Kante�

hei�t gerichteter Graph�
Bei einem gerichteten Graphen bezeichnet man den Knoten P einer Kante E � E

mit P � Q�E� als Elternknoten vom Knoten C mit C � Z�E�� Der Knoten C ist
umgekehrt ein Kinderknoten vom Knoten P �
Die Menge aller Eltern	 bzw� Kinderknoten vom Knoten V bezeichnet man mit pa�V �
bzw� ch�V ��
Als Familie eines Knotens V in einem gerichteten Graphen bezeichnet man fa�V � �
pa�V � � fV g�
Mit adj�V � bezeichnet man die Knoten� die mit dem Knoten V eine gemeinsameKante
haben� also miteinander benachbart �adjazent� sind�
Eine Folge von Kanten � eines gerichteten Graphen G � �V�E� mit � � ���� � � � � �t�
� E� und �i � f�� � � � � t � �g � Z��i� � Q��i��� hei�t gerichteter Pfad in G� Ein
gerichteter Pfad � � ���� � � � � �t� mit Q���� � Z��t� hei�t Zyklus� Enth�alt der Graph
G keine Zyklen� so hei�t G azyklisch� D

Bei Kanten unterscheidet man gerichtete und ungerichtete Kanten� Bei ungerichte	
ten Kanten spielt die Anordnung der Knoten keine Rolle� man spricht von einer Kante
zwischen zwei Knoten� Eine Kante zwischen den Knoten A und B schreibt man mit
fA�B g� Durch eine gerichtete Kante vom Knoten A zum Knoten B wird eine Eltern�
Kind�Relation beschrieben
 A ist ein Elternknoten von B und B ist ein Kinderknoten
von A� Man schreibt �A�B �� Nach der De�nition ����� ist dann Q��A�B�� � A und
Z��A�B�� � B� wenn �A�B� die Kante eines gerichteten Graphens ist�
In einem gerichteten Graphen bezeichnet man Knoten� die keine Elternknoten haben�
als Wurzelknoten�

De�nition ����� �gerichteter azyklischer Graph�
Ein gerichteter azyklischer Graph �kurz� DAG �von directed acyclic graph��� ist ein
Graph G � �V�E�� der nur gerichtete Kanten und keine Zyklen enth�alt� D

�F�ur die De�nition von Graphen hat man sich an die De�nition von orientierten Graphen in �Hotz
�
� angelehnt� Die Bezeichnungen und Schreibweisen wurden so angepa�t� wie sie im Umgang mit
Bayesschen Netzen �ublich und notwendig sind�



���� Struktur �

Ein gerichteter azyklischer Graph kann durchaus mehrere gerichtete Pfade von A
nach B enthalten� Man spricht dann von einemmehrfach ansonsten von einem einfach
verkn�upften Graphen�
Ein Bayessches Netz baut auf der Struktur eines gerichteten azyklischen Graphens

auf� Jeder Knoten V des Graphen repr�asentiert dabei jeweils eine Zufallsvariable XV

mit einem endlichen WertebereichWXV
� Die Elemente der MengeWXV

sind die Ele	
mentarereignisse der Zufallsvariablen XV � Sie sind paarweise disjunkt und decken den
gesamten Ereignisraum der Zufallsvariablen ab� Jedes Elementarereignis wird durch
eine Hypothese vi des Knotens V symbolisiert�

Beispiel ����� �Hypothesen�
Soll ein Knoten beispielsweise die Geschwindigkeit eines Autos repr�asentieren� so kann
er Hypothesen wie �langsam�� �mittel� und �schnell� oder ��	�� km�h�� ���	���
km�h� und ����	��� km�h� enthalten� In diesem Fall kann das Auto nicht schnel	
ler als ��� km�h fahren� Der Knoten steht dann zum Beispiel f�ur die Zufallsvariable
Geschwindigkeit Auto mit den Elementarereignissen �Das Auto f�ahrt mit lang	
samer Geschwindigkeit��� �Das Auto f�ahrt mit mittlerer Geschwindigkeit�� und �Das
Auto f�ahrt mit schneller Geschwindigkeit��� Bsp

Eine Hypothese kann die beiden Werte � f�ur �tritt nicht ein� und � f�ur �kann noch
eintreten� annehmen� Der Zustand der Hypothesen eines Knotens V wird in einer
Tabelle T�nding�V � festgehalten� Hat ein Knoten � Hypothesen� so sieht die Tabelle im

Anfang so aus� T�nding�V� �
�

v� v� v�
� � �

�
� d�h�� da� alle Hypothesen noch eintreten

k�onnen� Soll markiert werden� da� das Elementarereignis� das durch die Hypothese
v� des Knotens V symbolisiert wird� eingetreten ist� so sieht T�nding�V � wie folgt aus�

T�nding�V � �
�

v� v� v�
	 � 	

�
� T�nding�V � wird auch als Instantiierung des Knotens V

bezeichnet� Der Belief	Wert eines Knotens V � BEL�V �� gibt die Wahrscheinlichkeit
f�ur das Eintre�en der Elementarereignisse der zugeh�origen Zufallsvariablen von V bei
gegebenen Instantiierungen der Knoten des Graphen an� BEL�V � �

�
v� v� v�
	
�	 	
�	 	
�	

�
zum Beispiel gibt an� da� das Elementarereignis� f�ur das die Hypothese v� steht� in der
gegebenen Situation mit einer Wahrscheinlichkeit von ��� eintritt�

De�nition ����� �Bayessches Netz�
Ein Bayessches Netz �BN� �uber einer Menge von Zufallsvariablen X � fX�� � � � � Xng
ist ein Tupel �V�E�X�P� mit

� G � �V�E� ist ein gerichteter azyklischer Graph� Jeder Knoten V � V ist
mit einer Zufallsvariablen XV � X assoziiert� die den Wertebereich WXV

be	
sitzt� Die Struktur des gerichteten azyklischen Graphen gibt dabei die kausalen
Abh�angigkeiten der Zufallsvariablen untereinander an�

� Jedem Knoten V � V mit der Zufallsvariablen XV sind bedingte Wahrschein	
lichkeiten P�V j pa�V �� zugeordnet� die den Ein�u� der Zufallsvariablen XU der
Knoten U � pa�V � auf die Zufallsvariable XV des Knotens V quanti�zieren�

Man schreibt BN � �V�E�X�P�� D

Die Struktur des Graphen G repr�asentiert also die Abh�angigkeiten der Zufallsva	
riablen� Eine Kante von U zu V bedeutet intuitiv� da� XU einen direkten Ein�u� auf
XV besitzt�
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilung aller Zufallsvariablen l�a�t sich als Produkt ihrer
bedingten Wahrscheinlichkeiten schreiben� P�X� � P�X�� � � � �Xn� �

Q
V�XP�V j

pa�V ��� Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P�V j pa�V �� sind dabei dem Knoten
V � der die Zufallsvariable V repr�asentiert� als Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten
Tcpt�V � zugeordnet �siehe Abschnitt �������
Ist V ein Wurzelknoten� so reduzieren sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P�V j pa�V �� zu P�V �� Die den Ereignissen der Zufallsvariable eines Wurzelknotens
zugeordneten Wahrscheinlichkeiten hei�en a�priori Wahrscheinlichkeiten�

Beispiel ����� �Begri	e�
Am Beispiel ����� werden nun einige Begri�e verdeutlicht�
Der gerichtete azyklische Graph ist

G � �V�E� mit V � fA�B�C�D�Eg und

E � f�A�B�� �A�C�� �B�D�� �C�D�� �C�E�g�

Die Menge der diskreten Zufallsvariablen ist X � fKrebsmetastasen� Calcium�
spiegel� Gehirntumor� Koma� Kopfschmerzeng�
Die dem Knoten B zugeordnete diskrete Zufallsvariable ist

XB � Calciumspiegel�

Der Wertebereich von Calciumspiegel ist

WXB
� WCalciumspiegel � fnormal� erh�ohtg�

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten von Calciumspiegel sind

P�Calciumspiegel � normal j Krebsmetastasen � nein� � �����

P�Calciumspiegel � erh�oht j Krebsmetastasen � nein� � �����

P�Calciumspiegel � normal j Krebsmetastasen � ja� � ���� und

P�Calciumspiegel � erh�oht j Krebsmetastasen � ja� � �����

Die Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten von B ist

Tcpt�B� �

�� b� b�
a� ���� ����
a� ���� ����

�� �
Bsp

Zwischen den Knoten und ihren Zufallsvariablen wird im weiteren nicht mehr un	
terschieden� au�er da� ausdr�ucklich darauf hingewiesen wird�

Es gibt verschiedene L�osungsverfahren f�ur mehrfach verkn�upfte Bayes	
sche Netze� die sich zum Beispiel in exakte und approximative Algorithmen
einteilen lassen�
Zu den exakten Algorithmen geh�oren zum Beispiel das Conditioning�

und das Clustering	Verfahren� Beim Conditioning wird die Netzstruk	
tur des mehrfach verbundenen Bayesschen Netzes aufgebrochen� um dann



���� Junction Tree Verfahren �

auf einem einfach verbundenen Bayesschen Netz den Standardalgorithmus
f�ur einfach verbundene Bayessche Netze anzuwenden� Das Clustering	
Verfahren von Jensen wandelt ein mehrfach verbundenes Bayessches Netz
in ein einfach verbundenes Bayessches Netz um� indem Knoten zusammen	
gef�uhrt werden� Auf diesem einfach verbundenen Bayesschen Netz kann
dann wieder der Standardalgorithmus angewendet werden�
Als approximatives Verfahren sei zum Beispiel die Stochastische Simu�

lation erw�ahnt� die auf dem unver�anderten mehrfach verbundenem Bayes	
schen Netz arbeitet� Hierbei werden mehrfach in einer Reihenfolge alle
Knoten des Bayesschen Netzes nach den Wahrscheinlichkeiten f�ur das Ein	
tre�en der Hypothesen des aktuellen Knotens in Abh�angigkeit der sie um	
gebenen Knoten �genauer� die Knoten der sogenannteMarkov� �Uberdeckung
des betrachtenen Knotens� zuf�allig instantiiert� Der Durchschnitt �uber alle
Instantiierungsdurchl�aufe ergibt dann die gesuchte L�osung� Generell kann
gesagt werden� da� die approximative L�osung um so n�aher an die genaue
L�osung herankommt� je mehr Instantiierungsdurchl�aufe durchgef�uhrt wer	
den�
Zu den exakten Algorithmen geh�oren ebenso die Junction Tree Verfah	

ren� die sich im Vergleich zu den anderen Verfahren besser f�ur die Behand	
lung von Dynamischen Bayesschen Netzen �siehe Kapitel � und Kapitel ��
eignen� In dieser Arbeit werden somit nur die Junction Tree Verfahren be	
arbeitet und die anderen Verfahren weitestgehend au�er Betracht gelassen�

In den nachfolgenden Abschnitten werden nun verschiedene Junction Tree Ver	
fahren vorgestellt� mit denen man in mehrfach verkn�upften Bayesschen Netzen �und
nat�urlich auch einfach verkn�upften Bayesschen Netzen� propagieren kann� Die ver	
schiedenen L�osungsalgorithmen werden dabei anhand der beiden oben eingef�uhrten
Beispielnetze illustriert�

��� Junction Tree Verfahren

Der Namensgeber der Junction Tree Verfahren ist der sogenannte Junc�
tion Tree� Der Junction Tree ist die einfach verbundene Struktur� die aus
dem mehrfach verbundenen Bayesschen Netz bestimmt wird� Er wird be	
n�otigt� um die f�ur die Bayesschen Netze notwendigen Berechnungen durch	
f�uhren zu k�onnen� Im folgenden wird gezeigt� wie man einen Junction Tree
f�ur ein Bayessches Netz bestimmt� Im Anschlu� daran wird eine neue No	
tation eingef�uhrt� die z�B� die a	priori Wahrscheinlichkeiten und die beding	
ten Wahrscheinlichkeiten der Knoten in einer Schreibweise zusammenf�uhrt
und sich somit alle Berechnungen bez�uglich Bayesscher Netze durch diese
Schreibweise einfacher darstellen lassen� Diese neue Notation wird im daran
anschlie�enden Abschnitt dazu verwendet� zwei Architekturen vorzustellen�
die auf dem Junction Tree arbeiten�
Bei einigen Rollup	Verfahren �siehe Kapitel �� ist die Konstruktion eines

geeigneten Junction Trees von zentraler Bedeutung� Zusammen mit der
Bestimmung eines geeigneten Junction Trees und den beiden Architekturen
kann der Rollup dann relativ einfach bestimmt werden�
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Im Abschnitt ����� werden zwei verschiedene Junction Tree Verfahren zum exakten
L�osen von Bayesschen Netzen vorgestellt� Es sind dies die Aalborg Architektur und die
Shafer�Shenoy Architektur� Beide Verfahren arbeiten auf einem Junction Tree� Der
Junction Tree ist die einfach verbundene Struktur� die aus dem mehrfach verbundenen
Bayesschen Netz bestimmt wird� F�ur die Bestimmung des Junction Trees werden die
Knoten des Bayesschen Netzes zu Megaknoten zusammengefa�t� Die gemeinsame Vor	
gehensweise beider Verfahren beim Bestimmen des Junction Trees wird im Abschnitt
����� pr�asentiert� Im Anschlu� daran wird eine neue Notation eingef�uhrt� die z�B� die
a	priori Wahrscheinlichkeiten und die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Knoten in
einer Schreibweise zusammenf�uhrt� so da� sich alle Berechnungen auf dem Junction
Tree durch diese Schreibweise darstellen lassen�
Die Shafer	Shenoy Architektur l�a�t sie sich im Gegensatz zur Aalborg Architektur

einfach um eine besondere Funktionalit�at erweitern� Anstatt fester Zahlenwerte f�ur
Wahrscheinlichkeiten sind auch Variablen m�oglich� Dadurch kann das Bayessche Netz
parametrisiert werden� Die M�oglichkeiten� die sich durch eine Parametrisierung bieten�
werden dabei an verschiedenen Beispielen anschaulich vorgef�uhrt� Ebenso werden mit
der Shafer	Shenoy Architektur Formeln f�ur die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
hergeleitet� so da� diese an verschiedene Algebra	Programme weitergegeben werden
k�onnen�

����� Bestimmung des Junction Trees

Der Junction Tree wird auch als die sekund�are Struktur des Bayesschen
Netzes bezeichnet �Der gerichtete azyklische Graph� der die Abh�angigkeiten
der Zufallsvariablen des Bayesschen Netzes modelliert� wird somit auch
prim�are Struktur genannt��� Wie die Bezeichnungen richtig vermuten las	
sen� wird der Junction Tree aus dem gerichteten azyklischen Graphen �auch
DAG� genannt� bestimmt� F�ur einen DAG existieren dabei mehrere Junc	
tion Trees als L�osungen� Vom Junction Tree selbst ist es abh�angig� wie
schnell ein Bayessches Netz gel�ost werden kann und wie hoch die Speicher	
komplexit�at liegt� Die unterschiedlichen L�osungen f�ur einen Junction Tree
eines DAGs sind dabei unterschiedlich gut�
Im folgenden wird nun die allgemeine Vorgehensweise zur Bestimmung

eines Junction Trees f�ur ein Bayessches Netz den Einzelschritten nach struk	
turiert dargestellt� Zu den verschiedenen Einzelschritten werden gelegent	
lich einzelne E�zienzaspekte f�ur einen Junction Tree angesprochen� Zum
besseren Verst�andnis werden die Einzelschritte zur Bestimmung des Juncti	
on Trees anhand der beiden Beispielnetze� die in diesem Kapitel eingef�uhrt
wurden� gra�sch dargestellt�

Dieser Abschnitt gibt einen �Uberblick �uber die Bestimmung eines Junction Trees
f�ur ein Bayessches Netz BN � �V�E�X�P� �uber den Zufallsvariablen X� Bei der Um	
wandlung des Bayesschen Netzes in seine zweite Struktur� dem Junction Tree� werden
Einzelschritte durchgef�uhrt� die wie folgt zusammengefa�t werden k�onnen�

�� Konstruktion desmoralisierten Graphen Gm aus dem gerichteten azyklischenGra	
phen G

�DAG ist ein Akronym f�ur directed acyclic grahp



���� Junction Tree Verfahren ��

�� Bestimmung einer Eliminationsreihenfolge elim und Konstruktion des triangu�
lierten Graphen Gt aus dem moralisierten Graphen Gm

�� Bestimmung des ungerichteten Junction Graphens J mit Gewichten� Die Cli�
quen von Gt bilden die Knoten des Junction Graphens J �

�� Bestimmung des Junction Trees T aus dem Junction Graphen J �

�� Jeder Knoten V � V des Bayesschen Netzes BN wird einer bestimmten Clique
des Junction Trees T zugeordnet�

�� W�ahle einen beliebigen Knoten des Junction Trees T als Wurzelknoten �

Die Schritte von � bis � sind dabei von graphentheoretischer Art� d�h� es werden
nur Umformungen des Graphens des Bayesschen Netzes vorgenommen� F�ur Details
und Hintergr�unde wird auf 
Pearl ��
 Neapolitan ��
 Jensen ��
 Huang � Darwiche ��

Brandherm et al� ��� verwiesen� Im folgenden wird f�ur jeden Einzelschritt ein �Uberblick
gegeben�

Moralisierung

Bei der Moralisierung werden die Elternknoten eines Knotens durch
Kanten miteinander verbunden� Man sagt auch� da� die Elternknoten mit	
einander verheiratet werden� was den Begri� Moralisierung erkl�art�

Die Moralisierung eines Graphen G stellt sicher� da� ein Knoten zusammen mit
seinen Elternknoten in einer Clique des Junction Trees zu liegen kommt� Dies spielt
eine wichtige Rolle bei der Zuordnung von Knoten zu Cliquen� die weiter hinter in
diesem Abschnitt beschrieben wird�
Sei nun G � �V�E� der gerichtete azyklische Graph des Bayesschen Netzes BN �

�V�E�X�P�� Den moralisierten Graphen Gm erh�alt man aus dem Graphen G wie folgt�

�� Es wird der Graph G in Gm � �Vm�Em� �kopiert��

�� F�ur alle Knoten V � Vm werden die Elternknoten pa�V � durch ungerichtete
Kanten miteinander verbunden�

�� Es werden alle gerichteten Kanten �A�B� � Em durch ungerichtete Kanten
fA�Bg ersetzt�

Der aus diesen Umformungen resultierende Graph Gm � �Vm�Em� ist ein ungerichteter
Graph� Es gilt� V � Vm und E � Em� In Abbildung ��� �a� und �b� sind die
moralisierten Graphen der Beispielnetze aus den Beispielen ����� und ����� dargestellt�
Die neu eingef�ugten Kanten sind gestrichelt dargestellt�

Eliminationsreihenfolge

Mit der Eliminationsreihenfolge ist die Struktur des Junction Trees f�ur
ein Bayessches Netz eindeutig bestimmt� Die Eliminationsreihenfolge ist
eine Liste der Knoten des Bayesschen Netzes� �Andert man die Reihenfol	
ge der Knoten in der Liste� so entsteht im allgemeinen auch ein anderer
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Abbildung ���� Beispiele f�ur moralisierte Graphen

Junction Tree� F�ur die sogenannte Triangulierung� die im folgenden Ab	
schnitt beschrieben wird� ist die Eliminationsreihenfolge der Fahrplan f�ur
die Bestimmung der Triangulationskanten� Wie man schon sieht� sind Eli	
minationsreihenfolge und die Triangulierung stark miteinander verbunden�
Ist die Eliminationsreihenfolge bekannt� so kann der DAG des Bayesschen
Netzes trianguliert werden�

In diesem Abschnitt werden nur die notwendigsten Begri�e eingef�uhrt
und auf Beweise verzichtet� da sie f�ur diese Arbeit im weiteren nicht not	
wendig sind�

Um das mehrfach verbundene Bayessches Netz in eine einfach verbundene Struk	
tur umzuwandeln� werden Knoten zu �Megaknoten� zusammengefa�t� Dazu werden
die Knoten des Bayesschen Netzes in einer bestimmten Reihenfolge eliminiert � Bei
der Elimination von Knoten werden Kanten im Graphen des Bayesschen Netzes ein	
gef�ugt� so da� das Bayessche Netz zusammenh�angend bleibt� wenn man den Knoten
aus dem Netz entfernt� Dies ist wichtig f�ur die Junction Tree Eigenschaft �siehe De	
�nition ������� die vom Junction Tree erf�ullt werden mu�� Die Reihenfolge in der
die Knoten des Bayesschen Netzes eliminiert werden� wird als Eliminationsreihenfol�
ge bezeichnet� Die Eliminationsreihenfolge zusammen mit den Kanten �auch den neu
eingef�ugten� des Netzes geben an� welche Knoten zusammen in einem �Megaknoten�
zu liegen kommen� Es entsteht zun�achst wieder ein mehrfach verbundenes Netz� der
Junction Graph� der dann durch einfaches L�oschen bestimmter Kanten in einen ein	
fach verbundenen Graphen� den Junction Tree� umgewandelt wird� Dazu mehr in
den zugeh�origen Abschnitten� Die �Megaknoten� werden sp�ater Cliquen genannt� Bei
unterschiedlichen Eliminationsreihenfolgen entstehen unterschiedlich viele und unter	
schiedlich gro�e �Megaknoten�� Ziel ist es� m�oglichst kleine �Megaknoten� zu erhalten�
Eine Eliminationsreihenfolge� die dies leistet� wird als optimal bezeichnet�
Die Bestimmung einer optimalen Eliminationsreihenfolge ist jedoch NP 	vollst�andig


Cooper ���� Deswegen empfehlen sich zur Berechnung einer Eliminationsreihenfolge
Heuristiken� wie sie z�B� in 
Kj�rul� ��
 Kj�rul� ��� vorgestellt werden�
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Das traditionelle Verfahren zur Bestimmung einer Eliminationsreihenfolge ist maxi�
mum cardinality search� Dabei wird zuf�allig ein beliebiger Knoten des Graphen als
Startknoten ausgew�ahlt und markiert� Der Knoten und alle seine unmarkierten Nach	
barknoten bilden dabei einen Cluster� Alle Knoten des Clusters werden miteinander
mit ungerichteten Kanten verbunden� Als n�achstes wird der Knoten bearbeitet� der
jetzt die meisten markierten Nachbarknoten besitzt� Gibt es mehrere solcher Knoten�
dann wird ein Knoten zuf�allig ausgew�ahlt� Das Verfahren terminiert� wenn alle Kno	
ten des Graphen markiert sind� Die Knoten ergeben nun sortiert nach der Reihenfolge
ihrer Abarbeitung die Eliminationsreihenfolge�
Das Markieren eines Knotens und das Verbinden aller Knoten eines Clusters mit	

einander bezeichnet man auch als Elimination�

De�nition ����� �L
oschen� Eliminieren�
Werden ein Knoten V � V und seine Kanten aus G � �V�E� entfernt� so sagt man�
da� V gel�oscht �delete� wird�
Werden alle Nachbarknoten von V � V �adj�V �� durch Kanten miteinander ver	

bunden und dann V gel�oscht� dann sagt man� da� der Knoten V eliminiert �eliminate�
wird� D

Bei der Elimination eines Knotens bleibt der Teilgraph� der vom Knoten induziert
wird� durch das Einf�ugen der Kanten zwischen den restlichen Knoten des Teilgraphen
als Zusammenhangskomponente erhalten� Dieses kommt bei der Junction Tree Eigen	
schaft zum Tragen�
Bei den Clustering	Verfahren in 
Pearl ��
 Neapolitan ��� ist die Eliminationsrei	

henfolge durch maximum cardinality search vorbestimmt� Die Clustering	Verfahren
von 
Jensen ��
 Shafer ��� akzeptieren beliebige Eliminationsreihenfolgen�
Andere Algorithmen zur Bestimmung der Eliminationsreihenfolge ber�ucksichtigen

das Gewicht der Clique� die bei der Elimination eines Knotens entstehen w�urde� Die
Heuristik dabei ist� da� insgesamt Cliquen mit kleinen Gewichten entstehen� Als Ge	
wicht einer Clique bezeichnet man die Anzahl der verschiedenen Zust�ande� die die
Clique haben kann� Enth�alt die Clique die Knoten K�� � � � �Kn� dann bestimmt sich
die Anzahl der Zust�ande der Clique zu jK�j � � � � � jKnj� F�ur � 	 i 	 n gibt jKij die
Anzahl der Hypothesen des Knotens Ki an�
Durch die Eliminationsreihenfolge wird auf dem Graphen eine Ordnung der Knoten

vorgenommen�

De�nition ����� �Ordnung des Graphen�
Eine Ordnung auf G � �V�E� ist eine Bijektion  � V
 f�� �� � � � � ng� mit jVj � n�
Den Graphen G� � �V��E� bezeichnet man als geordneter Graph� D

Es gilt� G � G� und V � V�� Der Index  gibt lediglich an� da� dem Graphen
bzw� der Knotenmenge eine Ordnung zugewiesen wurde�
Durch die Eliminationsreihenfolge elim wird der Graph G zu einem geordneten

Graphen�

De�nition ����� �Eliminationsreihenfolge�
Die Ordnung des Graphen G� �siehe De�nition ������ steht mit der Eliminations	
reihenfolge elim� in folgendem Zusammenhang� elim� � � ������ � � � � ���n�� �
�V����� � � � � V��n��� D
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Die Eliminationsreihenfolge in Abbildung ����a� wurde durch maximum cardinali�

ty search bestimmt� Der Knoten A wurde durch Zufall als erster Knoten ausgew�ahlt�
Als n�achste Kandidaten stehen die beiden Knoten B und C zur Auswahl� Das Los f�allt
auf den Knoten B � Der Knoten C hat nun die meisten markierten Nachbarknoten und
wird als n�achster markiert� Dann kommt der Knoten D mit den meisten markierten
Nachbarknoten an die Reihe und zum Schlu� der Knoten E � Bei der Bestimmung der
Eliminationsreihenfolge in Abbildung ����b� wurde die folgende Heuristik angewandt�
Eliminiere die Knoten des Graphen� die keine Kanten im Graphen induzieren� Gibt
es keine solche Knoten� so w�ahle den Knoten� der die kleinste Clique entstehen l�a�t�
Bei der Eliminierung der Knoten H � D � A und B in dieser Reihenfolge werden keine
Kanten im Graphen eingef�ugt� Jetzt steht kein Knoten mehr zur Auswahl� der keine
Kanten bei seiner Eliminierung im Graphen einf�ugen w�urde� Jeder der verbleibenden
Knoten f�ugt bei seiner Eliminierung genau eine Kante ein� Die entstehenden Cliquen
w�aren somit alle gleich gro�� Die zuf�allige Wahl f�allt auf den Knoten G � Er induziert
die Kante zwischen den Knoten C und F � Die Eliminierung der Knoten F � E und C
in dieser Reihenfolge f�ugt keine weiteren Kanten mehr im Graphen ein�
Bei der vorhergehenden Bestimmung der Eliminationsreihenfolge wurden schon

Kanten im Graphen eingef�ugt� Der resultierende Graph ist am Ende trianguliert� Bei
der vorhergehenden Bestimmung der Eliminationsreihenfolge durch maximum cardi�

nality search wurde der Graph aber noch nicht trianguliert� Wie man bei einer
gegebenen Eliminationsreihenfolge die Triangulierung eines Graphens berechnet� und
was Triangulierung bedeutet� wird im folgenden besprochen�

Triangulierung

Die Triangulierung von Bayesschen Netzen ist nicht zu verwechseln mit
der Triangulierung in der Computergra�k� bei der die geometrischen Ob	
jekte in Dreiecke zerlegt werden� so da� man nur konkave Objekte �Dreiecke
sind immer konkav� erh�alt� die dann vom Rechner sehr schnell zu zeichnen
sind�
In diesem Abschnitt wird beschrieben� wann ein Graph trianguliert ist�

wie man bei gegebener Eliminationsreihenfolge die Triangulierung eines
Graphens bestimmt� und wie man bei bereits triangulierten Graphen die
Triangulierung verbessern kann� An den beiden Beispielnetzen wird gezeigt�
wie man eine gute Triangulierung von einer schlechten Triangulierung un	
terscheiden kann�
Eine gute Triangulierung ist die Voraussetzung f�ur einen schlanken Junc	

tion Tree� der notwendig f�ur schnelle Berechnungen ist�

Die Triangulierung wird auf dem Graphen Gm ausgef�uhrt� Der Graph Gm ist dann
trianguliert� wenn jeder Zyklus der L�ange vier oder l�anger eine Kante besitzt� die
zwei nichtbenachbarte Knoten im Zyklus im Graphen miteinander verbindet� Diese
Kante wird auch als �chord� bezeichnet� Die Triangulierung kann zusammen mit
der Bestimmung der Eliminationsreihenfolge durchgef�uhrt werden� Da in manchen
F�allen aber die Eliminationsreihenfolge durch den Benutzer vorgegeben wird� wurde
eine getrennte Vorstellung von Eliminationsreihenfolge und Triangulierung bevorzugt�
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Abbildung ���� Beispiele f�ur gut triangulierte Graphen

Sei Gm � �Vm�Em� der moralisierte Graph des Bayesschen Netzes� Den triangu�
lierten Graphen Gt erh�alt man mithilfe der Eliminationsreihenfolge elim wie folgt�

�� Es wird der Graph Gm in Gt � �Vt�Et� �kopiert��
Alle Knoten V � Vt sind unmarkiert�

�� F�ur alle Knoten V � Vt wird der Reihe nach� wie sie in der Eliminationsreihen	
folge elim stehen
� folgendes durchgef�uhrt�

�a� Die Nachbarknoten von V � die noch nicht markiert sind� werden durch eine
ungerichtete Kante miteinander verbunden� �Dadurch kann sich die Menge
der Nachbarknoten eines noch nicht markierten Knotens V vergr�o�ern��

�b� Der Knoten V wird markiert�

�� Gt ist nun der triangulierte Graph von G�

In den Abbildungen ��� und ��� wird deutlich� wie die Qualit�at der Triangulierung
von der Eliminationsreihenfolge abh�angt� In Abbildung ����a� wurde keine Kante und
in Abbildung ����b� nur eine Kante eingef�ugt� f�ur die sich der Knoten G verantwort	
lich zeigt� In Abbildung ����a� wurden f�unf Kanten eingef�ugt� so da� jeder Knoten
des Graphen G mit jedem Knoten des Graphen verbunden ist� Schlechter h�atte ei	
ne Triangulierung f�ur diesen Graphen nicht ausfallen k�onnen� In Abbildung ����b�
kamen sieben Kanten hinzu� F�ur diesen Graphen gibt es allerdings noch schlechtere
Triangulierungen�

	In �Pearl ��� wird z�B� die Eliminationsreihenfolge in umgekehrter Reihenfolge abgearbeitet� Je
nachdem� ob die Eliminationsreihenfolge vorw�arts oder r�uckw�arts abgearbeitet wird� k�onnen zwei
unterschiedliche Triangulierungen entstehen� die dann i�a� auch in der Qualit�at stark variieren� Des�
wegen ist es wichtig zu wissen� ob vorw�arts oder r�uckw�arts eliminiert wird� Wegen der Dynamischen
Bayesschen Netze� die in sp�ateren Kapiteln besprochen werden� wird hier die Vorw�artselimination
vorgezogen�
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De�nition ����� �Triangulierung�
Die Menge T der Kanten� die hinzugef�ugt werden� wenn alle Knoten in V in der
Reihenfolge eliminiert werden� wie sie in der Elimininationsreihenfolge stehen� nennt
man Triangulierung von Gm� da �V�Em �T� trianguliert ist� D

Die Kanten T bezeichnet man als �ll�edges oder �ll�ins� Die �ll	ins sind in den
Abbildungen ��� und ��� gestrichelt eingezeichnet� Der Vergleich von Abbildung ����a�
mit Abbildung ����a� zeigt� da� die neu eingef�ugten Kanten in ����a� �uber��ussig f�ur
eine Triangulierung sind� Man bezeichnet diese Kanten als redundante �ll�ins�

De�nition ����� �redundanter �ll�in�
Sei T eine Triangulierung von Gm� Dann bezeichnet man eine Kante f � T als redun�
dant� wenn auch T n ffg eine Triangulierung von Gm ist� D

Werden die redundanten �ll	ins nacheinander entfernt� so da� keine redundanten �ll	ins
mehr vorhanden sind� dann erh�alt man eine minimale Triangulierung� d�h� wenn ein
weiterer �ll	in der Triangulierung T entfernt w�urde� dann w�are T keine Triangulierung
mehr�

De�nition ����
 �minimale Triangulierung�
Eine Triangulierung T von Gm � �V�Em� hei�t minimal� wenn � T� � T gilt� G� �
�V�Em �T�� ist nicht trianguliert� D

In 
Kj�rul� ��� wird der folgende Algorithmus vorgeschlagen� um redundante �ll	ins
einer nichtminimalen Triangulation T eines Graphen G zu entfernen� Die Komplexit�at
liegt bei O�c� jT j��� Der Algorithmus wird mit minT�T�G � �V� E � T��T� aufgerufen�

minT�T�G � �V� E � T��R�
��� R� � fE� � T j �E� � R � E� 
 E� �� �g
��� T� � ffV�Wg � R� j Graph�adj�V�G� 
 adj�W�G�� ist zusammenh�angendg
��� if T� �� � then
��� return �minT�T n T�� G � �V� E � T n T��� T���
��� else

�	� return �T�

�
� f i

In Programmzeile ��� wird die Menge R� bestimmt� d�h� die Menge der Kanten aus
T� die einen Knoten gemeinsam haben mit einer Kante aus R� Im Anfang ist R � T�
Um R� zu bestimmen� gehe alle Kanten aus T durch und �uberpr�ufe� ob eine Kante
aus R wenigstens einen Knoten mit ihr gemeinsam hat� Ist dies der Fall� so geh�ort die
Kante zuR�� Im n�achsten Schritt wird T� bestimmt� Das ist die Menge der Kanten aus
R�� die entfernt werden kann� ohne da� der Graph nicht mehr trianguliert ist� Um T�

zu bestimmen� m�ussen alle ungerichteten Kanten fV�Wg � R� darauf �uberpr�uft wer	
den� ob die Schnittmenge adj�V�G� 
 adj�W�G� einen zusammenh�angenden Graphen
induziert�

Eine minimale Triangulierung ist aber nicht unbedingt die absolut minimale Tri	
angulierung eines Graphen� Es gilt zwar� da� � T� � T ist G� � �V�Em � T�� nicht
trianguliert� es kann aber Triangulierung T� geben mit T� �� T und jT�j � jTj�
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De�nition ����� �perfekte Eliminationsreihenfolge�
Die Triangulierung T�G�� ist die Menge der Kanten� die durch die Elimination der
Knoten V � V von G in der Reihenfolge elim� dem Graphen G hinzugef�ugt wurden�
Eine Eliminationsreihenfolge elim� hei�t perfekt� wenn T�G�� � �� D

Es existiert nicht f�ur jeden Graphen G eine perfekte Eliminationsreihenfolge� Der
Graph in Abbildung ����b� ist ein Beispiel daf�ur� da sich keine Eliminationsreihenfolge
gibt� die weniger Triangulationskanten einf�ugt�
Wie sich die Triangulierung des Graphen auf den Junction Tree auswirkt und des	

halb von guten und schlechten Triangulierungen die Rede ist� wird in ����� beleuchtet�
F�ur e�zientere Methoden zur Graphentriangulierung wird auf 
Becker � Geiger ���

verwiesen�
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Abbildung ���� Beispiele f�ur schlecht triangulierte Graphen

Im triangulierten Graphen k�onnen nun mit der Eliminationsreihenfolge die Cliquen
des Junction Graphen J bestimmt werden�

Junction Graph J

Der Junction Graph J ist die Vorstufe vom Junction Tree T � Die
Knoten des Junction Graphens sind die Cliquen des triangulierten Graphens
Gt�� Die Knoten des Junction Graphens bezeichnet man auch als Cliquen�
Die Cliquen des Junction Graphens� die gemeinsameKnoten enthalten� sind
dabei durch Kanten miteinander verbunden�

Die maximalen Cluster des Graphen Gt�� auch Cliquen genannt� bilden die Knoten
des Junction Graphens J �

De�nition ����� �Cluster�
In einem triangulierten Graphen mit der Ordnung  � bildet der Knoten V � Gt�
zusammen mit seinen Nachbarknoten N � adj�V � mit  �N� �  �V �� die also eine
h�ohere Ordnung als V haben� einen Cluster� D
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Ein Cluster Clu i hei�t maximal � wenn sich kein weiterer Cluster Clu� des Graphen Gt�
�ndet� so da� der Cluster Clu i eine Teilmenge vom Cluster Clu� ist� d�h� � �� � Clu i �
Clu��

Die Cliquen des Junction Graphens J � die Knoten des Graphen G gemeinsam
haben� werden durch eine Kante verbunden� Auf diese Weise erh�alt man einen mehr	
fach verbundenen Graphen J � Den Kanten des Junction Graphens J ist dabei in
Abh�angigkeit von den beiden durch die Kante verbundenen Cliquen ein Gewicht zu	
geordnet� Das Gewicht der Kante zwischen Clq i und Clq� bestimmt sich als � ��
jClq i 
 Clq�j� Clq i 
 Clq� wird als Separator von den beiden Cliquen Clq i und Clq�
bezeichnet�
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Durch das Entfernen bestimmter Kanten im Junction Graphen J � �C�E�� erh�alt
man einen Junction Tree T � wobei mit C die Cliquen des Graphen und mit E� die mit
einem Gewicht versehenen Kanten des Graphen bezeichnet werden�

Junction Tree

Der Junction Graph J ist eine mehrfach verbundene Struktur� Im fol	
genden wird gezeigt� wie aus dieser mehrfach verbundenen Struktur eine
einfach verbundene Struktur� der sogenannte mphJunction Tree T � be	
stimmt wird� der die sogenannte Junction Tree Eigenschaft erf�ullt�

Der Junction Tree T � �C�ETSep � des Junction Graphen J ist ein minimal auf	

spannender Graph von J �siehe auch 
Jensen � Jensen ����� der die Junction Tree
Eigenschaft erf�ullt� Es gilt� ET

Sep � E�� Ebenso sind den Kanten des Junction Trees
nicht mehr wie beim Junction Graphen Gewichte � sondern Separatoren Sep zugeord	
net� Dieses wird durch die entsprechenden Indizes gekennzeichnet�

De�nition ����� �Junction Tree Eigenschaft�
Ein minimal aufspannender GraphM � �C�EM� des Junction Graphen J � �C�E��
erf�ullt die Junction Tree Eigenschaft� wenn f�ur alle Knoten V des Graphen G gilt�
Werden alle Cliquen aus J entfernt� die den Knoten V nicht enthalten� dann bleibt der
entstandene Unterbaum zusammenh�angend� d�h� zwei Cliquen inM� die den Knoten
V enthalten� sind in M adjazent �benachbart�� oder �uber einen Pfad verbunden� der
�uber Cliquen geht� die den Knoten V enthalten�
Ein minimal aufspannender Graph M von J � der die Junction Tree Eigenschaft

erf�ullt� wird als Junction Tree T bezeichnet� D

Im allgemeinen ist der Junction Tree eines Junction Graphens J nicht eindeutig
bestimmt� In Abbildung ����b� h�atte anstatt der Kante zwischen den Cliquen Clq� und
Clq� auch die Kante zwischen den Cliquen Clq� und Clq� eingef�ugt werden k�onnen�
Der Algorithmus MST�Kruskal�J��� �siehe 
Cormen et al� ���� bestimmt aus

einem gegebenen Junction Graphen einen Junction Tree�

MST�Kruskal�J���
��� ordne jeden Knoten V des Graphen J einem eigenen Baum B � �fV g� �� zu�

d�h� B�V � � �fV g� ��
��� sortiere alle Kanten E � fU� V g � E� des Graphen J absteigend bzgl� �
��� for jede Kante E � fU� V g des Graphen J nach Sortierung do
��� if B�U� �� B�V � then
��� verbinde beide B�aume B�U� � �NU �EU� und B�V � � �NV �EV � durch

die Kante E zu einem Baum B � �NU �NV �EU �EV � E�
�	� f i

�
� od

��� return B

Es wird der Junction Graph J mit der Gewichtung � �ubergeben� In Programmzeile
��� wird jedem Knoten V des Junction Graphen J ein eigener Baum B�V � zugeord	
net� Im Anfang enth�alt dieser Baum nur den jeweiligen Knoten V und noch keine
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Kanten� In der Zeile ��� werden die Kanten des Graphen J bzgl� ihres Gewichtes �
absteigend sortiert� In den Programmzeilen ��� bis ��� wird der miminal aufspannende
Graph bestimmt� In Zeile ��� wird der minimal aufspannende Graph B als Ergebnis
zur�uckgegeben�

Wie man einen optimalen Junction Tree aus einem gegebenen Junction Graphen
erh�alt� so da� sp�ater die ben�otigte Zeit f�ur Inferenzen minimiert wird� wird z�B� in

Jensen � Jensen ��
 Huang � Darwiche ��� beschrieben�
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Jeder Kante �Clq i� Clqj� des Junction Trees T wird ein Separatorknoten Sepi�j �
Clq i 
 Clqj zugeordnet�
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triangulierter Graph Junction�Graph
eliminierter �ll� induzierter induzierte Kante zur
Knoten ins Cluster Clique Clique

H 	 CGH Clq� � fC�G�Hg 	
D 	 CD Clq� � fC�Dg Clq�
A 	 AB Clq� � fA�Bg 	
B 	 BCE Clq� � fB�C�Eg Clq��Clq��Clq�
G fC�Fg CFG Clq� � fC�F�Gg Clq��Clq��Clq�
F 	 CEF Clq� � fC�E�Fg Clq��Clq��Clq��Clq�
E 	 CE 	 	
C 	 C 	 	

Tabelle ���� Triangulierungsproze� mit Cliquen des Beispielnetzes Asienbesuch

Knotenzuordnung und ��Tabellen

Im folgenden werden die Zufallsvariablen des Bayesschen Netzes den
Cliquen des Junction Trees zugeordnet� Dazu werden die bedingten Wahr	
scheinlichkeiten� die mit einer Zufallsvariablen assoziiert sind� zu einer be	
stimmtenTabelle der Clique� der sogenannten ��Tabelle� hinzumultipliziert�

Jeder Knoten des Bayesschen Netzes wird eineindeutig einer Clique Clq seines Junc	
tion Trees T zugeordnet� Ein Knoten kann in mehreren Cliquen liegen aber nur einer
Clique zugeordnet sein� d�h�

�f � V� C mit

K �� f�K� � Clq i � C�

In Worten� Es gibt eine Funktion f � die f�ur jeden Knoten K � V des Graphen G
angibt� welcher Clique des zugeh�origen Junction�Trees er zugeordnet ist�
In der Clique� die einem Knoten zugeordnet wird� m�ussen auch die Eltern des Kno	

tens liegen� d�h� fKg�pa�K� � f�K� � Clq i �Die Elternknoten m�ussen der Clique aber
nicht zugeordnet sein��� Durch die Moralisierung des Graphen des Bayesschen Netzes
im Anfang der Konstruktion des Junction Trees wird sichergestellt� da� ein Knoten
mit seinen Elternknoten in wenigstens einer Clique des Junction Trees zusammen zu
liegen kommt�
Den einzelnen Cliquen des Junction Trees sind bestimmte Tabellen zugeordnet�

die im Anfang mit Einsen vorbelegt sind� Die Dimension einer Tabelle ist jeweils so
bemessen� da� f�ur jede Kombination von Knotenzust�anden der Knoten� die in der
Clique enthaltenen sind� ein Eintrag m�oglich ist� Diese Tabelle wird auch als �	Tabelle
bezeichnet� Dieser Tabelle werden die bedingten Wahrscheinlichkeiten und die a	priori
Wahrscheinlichkeiten der Knoten hinzumultipliziert� die der Clique durch die Funktion
f � V� C zugeordnet sind�
F�ur diese Multiplikation werden im folgenden Abschnitt spezielle Tabellen �uber

Knotenmengen eingef�uhrt� die die bedingten Wahrscheinlichkeiten und a	priori Wahr	
scheinlichkeiten der Knoten repr�asentieren� Auf ihnen werden dann die Multiplikation
und weitere Operationen de�niert� die f�ur die folgenden Inferenzalgorithmen notwendig
sind� Welche Tabellen den Separatorknoten zugeordnet werden und welche zus�atzlichen
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Tabellen den Cliquen dann hinzumultipliziert werden� wird in den beiden Abschnitten
������� und ������� der entsprechenden Inferenzalgorithmen besprochen� da diese un	
terschiedlich vorgehen�

Der zugeh�orige Junction Tree T eines Bayesschen Netzes BN � �V�E�X�P� l�a�t
sich nun als ein �	Tupel T � �V�C�ESep �X�P� f� schreiben� mit der Bedeutung der
Symbole wie sie eingef�uhrt wurden�

����� Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen

Die a	priori und bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zufallsvariablen
m�ussen dem Knoten zugeordnet werden� der mit der Zufallsvariablen asso	
ziiert ist� In dieser Arbeit geschieht dies durch Wahrscheinlichkeitentabel�
len� die die a	priori oder bedingten Wahrscheinlichkeiten jeweils einer Zu	
fallsvariablen des Bayesschen Netzes zusammenfa�t� Wahrscheinlichkeiten	
tabellen sind bestimmte Tabellen �uber Knotenmengen� Alle notwendigen
Berechnungen k�onnen als Berechnungen von Tabellen �uber Knotenmengen
angegeben werden� Im folgenden wird kurz beschrieben� welche Operatio	
nen mit Tabellen �uber Knotenmengen m�oglich sind und gebraucht werden�
und welche besonderen Tabellen �uber Knotenmengen existieren� Genauere
Informationen sind im Anhang B�� nachzulesen� Hier wird zum Beispiel
darauf eingegangen� wie die Operationen ausgef�uhrt werden und was be	
achtet werden kann� um die Operationen e�zient �bzgl� Speicherverbrauch
und Rechengeschwindigkeit� auszuf�uhren�

Eine Tabelle �uber einer Knotenmenge V � fK�� � � � �Kng ist eine Tabelle� die f�ur
jede Kon�guration �k�� � � � � kn� einen Eintrag enth�alt� Sie wird mit T �K�� � � � �Kn� be	
zeichnet� Mit T �k��j�� � � � � kn�jn� oder T �K�� � � � �Kn�j������jn kann auf eine Kon�guration
�k��j� � � � � � kn�jn� zugegri�en werden� Ist es eindeutig� f�ur welchen Knoten ein Hypothe	
senname steht� so k�onnen die Hypothesennamen f�ur den Zugri� auf die Tabelle auch
in beliebiger Reihenfolge angegeben werden�

Mit T��K����� �Kn� wird die Tabelle �uber der Knotenmenge fK�� � � � �Kng bezeichnet�
die nur Einsen als Eintr�age in der Tabelle besitzt�

Eine Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten des Knotens K ist eine Tabelle Tcpt�K�

�uber der Knotenmenge fK g � pa�K ��
Eine Tabelle gemeinsamerWahrscheinlichkeiten der Knoten K �� � � � �K n ist eine Ta	

belle T �K�� � � � �Kn� �uber der Knotenmenge V � fK�� � � � �Kng� Um bei einer Tabelle
gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten sicher zu stellen� da� sich die Tabelleneintr�age ins	
gesamt zu Eins addieren� wird die Tabelle mit einem Normalisierungsfaktor versehen�
Dieser Normalisierungsfaktor wird auch als Normalisierungskonstante � bezeichnet�

Ein �nding eines Knotens K ist eine eindimensionale Tabelle T�nding�K� �uber dem
Knoten K � die durch eine � an der entsprechenden Stelle angibt� da� diese Hypothese
des Knotens K nicht mehr eintreten wird� Hypothesen� die noch eintreten k�onnen�
sind durch eine � an der entsprechenden Stelle der Tabelle markiert� Zum Beispiel
gibt die Tabelle T�nding�E� �

�
e� e� e�
	 � �

�
an� da� nur noch die Hypothesen e� und e�

des Knotens E eintreten k�onnen� Die Hypothese e� des Knotens E wird nicht mehr
eintreten�
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Die oben vorgestellten Tabellen werden zusammenfassend auch alsWahrscheinlich�
keitentabellen bezeichnet�
Jetzt folgen die verschiedenen Operationen� die auf den Tabellen und die mit den

Tabellen notwendig sind� Dazu z�ahlen die Multiplikation� die Division sowie die Mar�
ginalisation von Tabellen�
Die Multiplikation zweier Tabellen ist abelsch� Sind die beiden Tabellen T �A�B�

und T �A�C� �uber der Knotenmenge fA�Bg bzw� fA�Cg gegeben� so ist das Produkt
der beiden Tabellen eine Tabelle T �A�B�C� �uber der Knotenmenge fA�Bg�fA�Cg�
fA�B�Cg� F�ur eine Kon�guration �ai� bj� ck� berechnet sich der Tabelleneintrag von
T �A�B�C� zu� T �A�B�C�ai�bj�ck � T �A�B�ai�bj � T �A�C�ai�ck �
Die Division der Tabellen T �A�B� �uber der Knotenmenge fA�Bg durch die Tabelle

T �A�C� �uber der Knotenmenge fA�Cg ist wie bei der Multiplikation dieser beiden
Tabellen eine Tabelle T �A�B�C� �uber der Knotenmenge fA�Bg�fA�Cg � fA�B�Cg�
F�ur eine Kon�guration �ai� bj� ck� berechnet sich der Tabelleneintrag von T �A�B�C�
zu� T �A�B�C�ai�bj �ck � T �A�B�ai�bj	T �A�C�ai�ck � Ist T �A�C�ai�ck � �� so mu� auch
T �A�B�ai�bj gleich � sein� und der Wert von T �A�B�C�ai�bj�ck wird auf � gesetzt� d�h�
es gilt� 	

	
� ��

Um aus einer Tabelle T �A�B�C�D� �uber der Knotenmenge fA�B�C�Dg Informa	
tionen �uber einer Teilmenge von Knoten !zum Beispiel fB�Cg! zu erhalten� so wird
�uber die restlichen Knoten der Tabelle addiert� Man erh�alt eine Tabelle T �B�C� �uber
der Knotenmenge fB�Cg� T �B�C� �

P
fA�Dg T �A�B�C�D�� Man bezeichnet dies auch

als Marginalisation�
In den folgenden Abschnitten werden zwei verschiedene Architekturen vorgestellt�

die die Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen f�ur den Inferenzalgorithmus ben�oti	
gen�

����� Inferenzverfahren

Berechnungen auf dem Junction Tree� um die Wahrscheinlichkeiten f�ur
das Eintre�en gewisser Hypothesen zu ermitteln� werden auch als Inferenz
oder Propagierung bezeichnet� Es gibt verschiedene Inferenzverfahren� wie
zum Beispiel die Aalborg Architektur oder die Shafer	Shenoy Architektur�
die beide in den n�achsten Abschnitten vorgestellt werden�

F�ur die Bestimmung der Cliquen und des Junction Trees sind dieselben Techniken
anzuwenden� wie sie in Abschnitt ����� dargestellt sind� Sei nun der Junction Tree
f�ur das Bayessche Netz gegeben� das berechnet werden soll� Der Inferenzmechanismus
gliedert sich bei beiden Architekturen in die zwei Phasen

�� Collect Evidence und

�� Distribute Evidence�

die bei der Initialisierung des Junction Trees �Init� oder der Au�rischung des Junction
Trees �Update� nach dem Eintragen neuer Beobachtungen hintereinander ausgef�uhrt
werden�
Bevor die �� Phase Collect Evidence aufgerufen wird� wird noch der aufrufende

Knoten bestimmt� Dazu wird ein Knoten R zuf�allig als Wurzelknoten gew�ahlt� Der
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Junction Tree T wird somit vom Knoten R zu den Blattknoten gerichtet� Alle Knoten
au�er dem Knoten R haben damit genau einen Elternknoten�
Die �� Phase Collect Evidence l�auft dabei wie folgt ab �siehe auch Abbildung

�����a���

� Die Blattknoten schicken ihre Nachricht zum aufrufenden Knoten�

� Ein innerer Knoten schickt die Nachricht erst weiter� wenn er von allen Nach	
barknoten bis auf einen die Nachricht erhalten hat� Die Nachricht wird an den
Knoten� geschickt� von dem er noch keine Nachricht erhalten hat�

� Durch Absorption wird die Nachricht bestimmt� die verschickt wird�

In der �� Phase Distribute Evidence wird vom aufrufenden Knoten wie folgt eine
Nachricht an die Blattknoten gesendet �siehe auch Abbildung �����b���

� Der aufrufende Knoten schickt seine Nachricht zu den Blattknoten des Baumes�

� Ein innerer Knoten erh�alt von einem Knoten die Nachricht� Die Nachricht wird
an die Nachbarknoten weiter geschickt von denen er keine Nachricht erhalten
hat��

� Die Nachricht� die verschickt wird� wird durch Absorption bestimmt�

Die beiden Architekturen unterscheiden sich in der Absorption� die in den entspre	
chenden folgenden Abschnitten besprochen wird�

�a� Collect Evidence� Die Blattknoten
schicken ihre Nachricht zum aufrufenden
Knoten�

�b� Distribute Evidence� Der aufrufen�
de Knoten schickt seine Nachricht an die
Blattknoten�

Abbildung ����� Die beiden Phasen Collect und Distribute Evidence� Der aufrufende
Knoten ist grau schra�ert dargestellt�

Nach einem vollen Durchlauf von Initialisierung oder Au�rischung des Junction
Trees sind die Informationen konsistent� die in den Cliquen des Junction Trees ge	
speichert sind� Ist man an der Einsch�atzung �BEL	Wert� �uber einer Knotenmenge K


Dieser Knoten ist der Elternknoten des inneren Knotens�
�Diese Knoten sind die Kinderknoten des inneren Knotens�
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interessiert� so kann man diese aus jeder Clique des Junction Trees gewinnen� in der
die Knotenmenge enthalten ist� Man erh�alt immer dasselbe Ergebnis� Man sagt auch�
Die Cliquen des Junction Trees sind zueinander kalibriert�
Ist man also an den genauen BEL	Werten f�ur alle Knoten interessiert� so m�ussen in

der zweiten Phase �Distribute Evidence� alle �Aste des Junction Trees besucht werden�
Hat man jedoch nur ein Interesse an BEL	Werten gewisser Knoten� so kann man bei
Distribute Evidence die �Aste des Junction Trees aus Performanz	Gr�unden auslassen�
in denen sich nur noch Knoten be�nden� deren BEL	Werte nicht ben�otigt werden�
�Dieses wird sp�ater bewu�t beim Rollup �siehe Kapitel �� ausgenutzt� da hier die
alten Cliquen� die den alten Zeitscheiben zugeordnet sind� bei Distribute Evidence
ausgelassen werden���

�
�
�
� Aalborg Architektur

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt� wie sich die Informationen in der
Aalborg Architektur berechnen� die bei Collect Evidence und Distribute
Evidence von Clique zu Clique verschickt werden�

Damit jede Clique im Junction Tree konsistente Informationen besitzt� werden
Nachrichten im Junction Tree verschickt� Das Versenden einer Nachricht von einer
Clique zu einer anderen Clique wird Absorption genannt� In der Aalborg Architektur
�siehe 
Andersen et al� ��� und 
Jensen ���� wird die Absorption wie folgt durchgef�uhrt�

De�nition ������ �Absorption �Aalborg��
Seien Clq i und Clq� benachbarte Cliquen mit dem Separator Sepi��� und seien T��Clqi��
T��Clq�� und T��Sepi��� die zugeh�origen Wahrscheinlichkeitentabellen �uber den entspre	
chenden Knotenmengen�

� Berechne die Tabelle T �
��Sepi���

�
P

ClqinSepi��
T��Clqi�� �Marginalisation�

� Berechne die Tabelle T �
��Clq��

� T��Clq�� �
T �
��Sepi���

T��Sepi���
�

� Weise dem Separator Sepi�� die Tabelle T �
��Sepi���

zu�

� Weise der Clique Clq� die Tabelle T �
��Clq��

zu�

Man sagt� da� die Clique Clq� von der Clique Clq i absorbiert hat� D

Die Absorption der Clique Clq� von der benachbarten Clique Clq i ist in Abbildung
���� gra�sch dargestellt� Dieser Abbildung und auch der De�nition ������ ist zu ent	
nehmen� welche Tabellen den Cliquen Clq � C und Separatorknoten Sep � S des
Junction Trees T � �C�S� zugeordnet sind� Der Clique Clq i wird eine Tabelle �uber
der Knotenmenge Clq i zugewiesen� die im Anfang nur Einsen als Eintr�age besitzt�
Dieser Tabelle werden nun die Tabellen� die die bedingten Wahrscheinlichkeiten bzw�
a	priori Wahrscheinlichkeiten ihrer ihr zugeordneten Knoten repr�asentieren� hinzumul	
tipliziert� Die der Clique Clq i zugeordnete Tabelle wird mit T��Clqi� bezeichnet� Dem
Separatorknoten Sepi��� der die Knotenmenge Clq i 
 Clq� enth�alt� wird eine Tabelle

�uber der Knotenmenge Clq i 
 Clq� zugeordnet� die wie vor im Anfang nur Einsen als
Eintr�age enth�alt und mit T��Sepi��� bezeichnet wird� Die Eintr�age dieser Tabelle �andern
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Absorption

Clq i Clq�

Sepi��
T��Clq��

T��Sepi���

T��Clqi�

�� T �
��Clq��

� T��Clq�� �
T �
��Sepi���

T��Sepi���

�� T �
��Sepi���

�
P

ClqinSepi��
T��Clqi�

�� T��Sepi��� � T �
��Sepi���

�� T��Clq�� � T �
��Clq��

Abbildung ����� Aalborg� Absorption der Clique Clq� von der Clique Clq i

sich nur durch Absorption� Liegen f�ur Knoten �ndings vor� d�h� da� einige Zust�ande
der dem Knoten zugeh�orige Zufallsvariable unm�oglich geworden sind� werden diese �n�
dings in der Clique eingetragen� die dem Knoten zugeordnet ist� Ein �nding eines
Knotens K ist eine eindimensionale Tabelle T�nding�K� �uber dem Knoten K � die durch
eine � an der entsprechenden Stelle angibt� da� diese Hypothese des Knotens K nicht
mehr eintreten wird� Hypothesen� die noch eintreten k�onnen� sind durch eine � an der
entsprechenden Stelle der Tabelle markiert� Zum Beispiel gibt die Tabelle T�nding�E�
�

�
e� e� e�
	 � �

�
an� da� nur noch die Hypothesen e� und e� des Knotens E eintreten

k�onnen� Die Hypothese e� des Knotens E wird nicht mehr eintreten�
Im Abschnitt A�� werden an einem Beispiel die beiden Phasen Collect Evidence

und Distribute Evidence beim Init und beim Update eines Junction Trees ausf�uhrlich
vorgestellt�

�
�
�
� Shafer�Shenoy Architektur

Bei der Shafer	Shenoy Architektur sind nicht wie bei der Aalborg Ar	
chitektur die an die Clique verschickten Nachrichten in der Clique selbst
sondern in den Separatoren gespeichert� die sich in der Nachbarschaft der
Clique be�nden� Die sich daraus ergebenden �Anderungen f�ur die Absorp	
tion werden im folgenden Abschnitt vorgestellt�

Bei der Shafer�Shenoy Architektur sind im Gegensatz zur Aalborg Architektur in
jedem Separator zwei Tabellen gespeichert� n�amlich jeweils eine f�ur jede Richtung� In
der einen Tabelle wird die Nachricht gespeichert� die die erste Clique zur zweiten Clique
schickt� und in der anderen Tabelle wird die Nachricht gespeichert� die die zweite Clique
zur ersten Clique zur�uckschickt� In jeder Clique ist eine Tabelle gespeichert�
Die hier vorgestellte Shafer�Shenoy Architektur wurde im Vergleich zur Shafer	

Shenoy Architektur� wie sie in 
Shafer ��� vorgestellt wird� vom Autor so abgewandelt�
da� die Tabellen der Cliquen nicht explizit als Tabellen sondern nur als Berechnungs	
vorschriften �Skripte� gespeichert sind� Dies ist auch ein Unterschied zur Aalborg
Architektur� bei der die Tabelle explizit ausgerechnet werden� Dadurch ist bei der Ab	
sorption in der Shafer	Shenoy Architektur im Gegensatz zur Aalborg Architektur keine
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Division notwendig� Als weiterf�uhrende Literatur f�ur die Shafer	Shenoy Architektur
und den Vergleich mit anderen Algorithmen bieten sich unter anderem 
Shafer ��

Madsen � Jensen ��
 Xiang � Jensen ��� an�
Aus den Cliquen und Separatorknoten lassen sich nach erfolgreicher Propagierung

die BEL	Werte der interessierenden Knoten berechnen� Dieses ist in Abbildung ����
gra�sch dargestellt�

TClq��Clqi TClqi�Clq�

Sepi��

TClqi�Clqj TClqj�Clqi

Sepi�j

TClqk�ClqiTClqi�Clqk

Sepi�k

T��Clqi�

Clq i

Abbildung ����� Shafer	Shenoy� Berechnung der Cliqueninfo nach erfolgreicher Propa	
gierung�

In den Separatoren sind die Informationen �TClq�Clqi� gespeichert� die die benach	
barten Cliquen an Clique Clq i geschickt haben� Hei�t der Separatorknoten Sepi��� so
stehen in ihm die beiden Tabellen TClqi�Clq� und TClq��Clqi� Die Information� die die
Clique Clq i an die Clique Clq� schickt� ist eine Tabelle TClqi�Clq� �uber der Knotenmenge
Clq i
Clq�� Die Clique Clq� wird dabei von der Clique Clq i �uber die Knoten informiert�
die beide Cliquen gemeinsam haben �n�amlich Clq i 
 Clq���
In der Clique Clq i sind die Informationen �Tcpt��� und T�nding���� der Knoten gespei	

chert� die der Clique durch die Funktion f � V� C zugeordnet sind�
Somit ergibt sich als �	Tabelle f�ur die Clique Clq i�

T��Clqi� � T��Clqi� �
Y

K�fKjf�K��Clqig

�
Tcpt�K� � T�nding�K�

�
�

Y
Clq�adj�Clqi�

TClq�Clqi �

F�ur die �	Tabelle der Clique Clq i ohne die Nachricht der benachbarten Clique Clq�
schreibt man auch T��Clqi�nClq� und meint damit�

T��Clqi�nClq� � T��Clqi� �
Y

K�fKjf�K��Clqig

�
Tcpt�K� � T�nding�K�

�
�

Y
Clq�adj�Clqi�nClq�

TClq�Clqi �

Ist der Clique Clq i kein Knoten zugeordnet� so gilt�Y
K�fKjf�K��Clqig

�
Tcpt�K� � T�nding�K�

�
�
Y
K�fg

�
Tcpt�K� � T�nding�K�

�
� ��
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TClqi�Clqj TClqj�Clqi

Sepi�j

TClqk�ClqiTClqi�Clqk

Sepi�k

T��Clqi�

Clq i

TClq��Clqi TClqi�Clq�

Sepi��

Clq�

T��Clq��

TClqi�Clq� wird neu berechnet�

Aborption

Abbildung ����� Shafer	Shenoy� Absorption der Clique Clq� von der Clique Clq i

In der Shafer	Shenoy Architektur wird die Absorption von der Clique Clq i zur
Clique Clq� wie folgt durchgef�uhrt�

De�nition ������ �Absorption �Shafer�Shenoy��
Seien Clq i und Clq� benachbarte Cliquen mit dem Separator Sepi��� Die benachbarten
Cliquen von Clq i seien mit adj�Clq i� bezeichnet� Die verschiedenen Wahrscheinlichkei	
tentabellen seien wie �ublich de�niert� Dann berechnet sich die Nachricht von Clq i zu
Clq� wie folgt�

TClqi�Clq� �

�
X

ClqinClq�

T��Clqi�nClq� �

�
X

ClqinClq�

�
T��Clqi� �

Y
K�fKjf�K��Clqig

�
Tcpt�K� � T�nding�K�

�
�

Y
Clq�adj�Clqi�nClq�

TClq�Clqi

�
�

D

Man beachte� da� im Vergleich zur Hugin	Propagierung keine Division erfolgt� Die
Tabelle� durch die bei der Hugin	Propagierung dividiert wird� wird in der Shafer	Shenoy
Architektur gar nicht erst hinzu multipliziert�
Dadurch� da� keine Division erfordlich ist� wird die Implementierung einer parame	

trisierten Propagierung �siehe Abschnitt �������� in Bayesschen Netzen sehr vereinfacht�
Im Anhang A�� wird eine ausf�uhrliche Beispielrechnung f�ur die Shafer	Shenoy Ar	

chitektur durchgef�uhrt� Um dabei die Shafer	Shenoy Architektur mit der Aalborg Ar	
chitektur vergleichen zu k�onnen� wurde dasselbe Beispiel wie bei der Beispielrechnung
f�ur die Aalborg Architektur �siehe A��� herangezogen�
Wie in 
Shafer ��� ausgef�uhrt wird� ist die Shafer	Shenoy Architektur bei der Mul	

tiplikation ziemlich verschwenderisch� Jeder Knoten des Junction Trees schickt eine
Nachricht an seine Nachbarknoten� Diese Nachricht wird zwar nur einmal berechnet�
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aber bei der Berechnung der Nachricht an einen Nachbarknoten werden einige Multipli	
kationen noch einmal ausgef�uhrt� die schon bei der Berechnung der Nachricht f�ur einen
anderen Nachbarknoten angefallen sind� In der Aalborg Architektur wird hingegen die
Ersparnis von Multiplikationen durch einen erh�ohten Speicherplatzbedarf der Tabellen
in den Cliquen erkauft�
In den nachfolgenden Abschnitten werden Verfahren vorgestellt� die der Autor aus

den gegebenen Inferenzverfahren entwickelt hat� Das erste Verfahren �die sog� Shafer�
Shenoy�Skripte� verbindet die Vorz�uge der Aalborg Architektur mit den Vorz�ugen der
Shafer	Shenoy Architektur� Das zweite Verfahren �die sog� Polynom�Propagierung�
erweitert sowohl die Shafer	Shenoy	Skripte als auch die Shafer	Shenoy Architektur um
eine Funktionalit�at� die bei einigen Rollup	Verfahren in Kapitel � ben�otigt wird�

�
�
�
� Shafer�Shenoy�Skripte

Im folgenden wird gezeigt� wie man f�ur eine Clique eine Berechnungs	
vorschrift bestimmen kann� die sich als einfaches Skript darstellen l�a�t�
Desweiteren wird gezeigt� wie sich Berechnungen einsparen lassen� wenn
man die Skripte der gesamten Cliquen eines Junction Trees auf intelligente
Art und Weise gemeinsam l�ost�

Im Vergleich zur Shafer	Shenoy Architektur werden jetzt im folgenden auch die
Tabellen in den Separatoren nicht mehr explizit ausgerechnet� sondern nur noch die
Berechnungsvorschriften gespeichert� Nach Kenntnis des Autors ist dies das erste Mal�
da� ein solches Vorgehen vorgeschlagen wird� Dabei erh�alt man Formeln� die zur
L�osung an verschiedene Algebraprogramme weitergegeben werden k�onnen� Ist man
nicht an den genauen Ergebnissen interessiert und erf�ullen Terme der gewonnenen
Formeln gewisse Voraussetzungen an eine Fehlerabsch�atzung� so k�onnen die Formeln�
in denen diese Terme enthalten sind� vereinfacht werden�

Beispiel ������ �Asienbesuch �Shafer�Shenoy Skripte��
Wie im Beispiel A���� wird der Junction Tree in Abbildung A�� f�ur das Bayessche Netz
Asienbesuch in Abb� ��� genommen�
Die Initialisierung und der Update verlaufen wie im Beispiel A���� und werden hier

nicht mehr dargestellt� Was sich �andert ist die Darstellung der Wahrscheinlichkei	
tentabellen in den Cliquen und Separatorknoten des Junction Trees� Es sind keine
Zahlenwerte sondern nur noch Berechnungsvorschriften �Skripte� gespeichert�
Die sich daraus ergebenden �Anderungen sind in den Tabellen ��� und ��� dargestellt�

In Tabelle ��� sind die �	Tabellen der Cliquen und �	Tabellen der Separatorknoten im
Verlauf der Initialisierung dargestellt� Die Werte� die sich nach der Au�rischung nach
dem Eintrag der �ndings ergeben� sind in der Tabelle ��� dargestellt� Die Tabellen� die
in den verschiedenen Phasen nicht neu berechnet werden� sind wiederum aus Gr�unden
der �Ubersichtlichkeit nicht dargestellt� F�ur die Reihenfolge der Berechnung wird auf
die Phasen Collect Evidence und Distribute Evidence in Abbildung A�� verwiesen� Die
eingekreisten Zahlen erleichtern auch hier wieder die Zuordnung�
Wie sich nach der Initialisierung die Zahlenwerte der Tabellen berechnen lassen�

wird in B���� dargestellt�

An dieser Stelle sind die Ergebnisse der �	Tabellen der Cliquen aufgef�uhrt�
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��Tab�� Berechnungsvorschrift der ��Tabelle und der ��Tabelle bei
��Tab� Zuordnung Collect Evidence Distribute Evidence

T��Clq�� siehe Tab� A��
➀ Absorption� ➄ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

EG T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
D
T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➁ Absorption� ➃ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

E T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
H
T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➂ Absorption� ➂ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

C T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
F T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➃ Absorption� ➁ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

B T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
G T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➄ Absorption� ➀ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

A T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
CE T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��

Tabelle ���� Shafer	Shenoy Skripte� Tabellen bei der Initialisierung�

T��Clq�� � Tcpt�D� � �
X
EG

�
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B����

T��Clq�� � Tcpt�H� � �
X
E

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B����

T��Clq�� � Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � �
X
C

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���
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��Tab�� Berechnungsvorschrift der ��Tabelle und der ��Tabelle bei
��Tab� Zuordnung Collect Evidence Distribute Evidence

Hypothese d��
T��Clq�� T��Clq�� � T�nding�D�

➀ Absorption� ➄ Absorption�
TClq��Clq� 	

P
EG T��Clq��nClq�

TClq��Clq� 	
P

D
T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➃ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

E T��Clq��nClq�
TClq��Clq�

P
H
T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➂ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

C T��Clq��nClq�
TClq��Clq�

P
F T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➁ Absorption� ➁ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

B T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
G T��Clq��nClq�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➂ Absorption� ➀ Absorption�

TClq��Clq� 	
P

A T��Clq��nClq�
TClq��Clq� 	

P
CE T��Clq��nClq�

Hypothese a��
T��Clq�� T��Clq�� � T�nding�A�

Tabelle ���� Shafer	Shenoy Skripte� Tabellen bei der Au�rischung� Es wurden die
Knoten A und D instantiiert�

T��Clq�� � �
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

T��Clq�� � Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G��� �

�
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B��

T��Clq�� � Tcpt�A� � Tcpt�B� � �
X
CE

Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� �

�
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G����

Wenn jede Formel f�ur sich alleine ausgewertet wird� ohne darauf zu achten� da�
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Berechnungen mehrfach ausgef�uhrt werden� so ist dies damit vergleichbar� da� f�ur jede
Clique Collect Evidence aufgerufen wird� Bei einer ganzheitlichen Betrachtung kann
hingegen der Berechnungsaufwand erheblich reduziert werden�

Es l�a�t sich nun eine Reihenfolge der Berechnungen von Tabellen bestimmen� so da�
so wenige Marginalisationen und Multiplikationen von Tabellen wie m�oglich ausgef�uhrt
werden� Zum Beispiel tritt der Ausdruck Tcpt�E� �Tcpt�F � �Tcpt�G� in allen Formeln genau
einmal auf� Bei einer geschickten Handhabung mu� er insgesamt nur einmal und nicht
in jeder Formel neu ausgerechnet werden� Wird nun Tcpt�E� �Tcpt�F � �Tcpt�G� ausgerechnet
und das Ergebnis mit � bezeichnet� so erh�alt man�

T��Clq�� � Tcpt�D� � �
X
EG

�
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

� � � �
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

T��Clq�� � Tcpt�H� � �
X
E

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
F

� � � �
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

T��Clq�� � � � �
X
C

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

T��Clq�� � �
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

�� � �
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

T��Clq�� � Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

� �� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B��

T��Clq�� � Tcpt�A� � Tcpt�B� � �
X
CE

Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

� ���

Ebenso lassen sich weitere Vereinfachungen erreichen� wie zum Beispiel mit�

� � Tcpt�A� � Tcpt�B�� � � Tcpt�C�� � � Tcpt�D� und � � Tcpt�H��

Man erh�alt�

T��Clq�� � � � �
X
EG

�
X
H

�� � �
X
F

� � � �
X
B

� � �
X
A

����

T��Clq�� � � � �
X
E

�
X
D

�� � �
X
F

� � � �
X
B

� � �
X
A

����

T��Clq�� � � � �
X
C

�
X
D

�� � �
X
H

� � � �
X
B

� � �
X
A

����

T��Clq�� � �
X
D

� � � �
X
H

�� � �
X
F

�� � �
X
B

� � �
X
A

���

T��Clq�� � � � �
X
G

�
X
D

�� � �
X
H

� � � �
X
F

��� � �
X
A

��

T��Clq�� � � � �
X
CE

� � �
X
G

�
X
D

� � � �
X
H

�� � �
X
F

����

Wie man leicht sieht� werden manche Berechnungen in mehreren Formeln ben�otigt�
Auch diese lassen sich wieder zentral berechnen� um dann eingetragen zu werden� Ein
sch�ones Beispiel ist die Berechnung �

P
A
��� die mit � bezeichnet wird� Insgesamt
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ergeben sich folgende Berechnungen� die sich lohnen� zentral ausgerechnet zu werden�

� � �
X
A

��� � � �
X
D

� �� � � �
X
H

�� und � � �
X
F

���

Dieses liefert�

T��Clq�� � � � �
X
EG

� � � � �
X
B

� � ��� T��Clq�� � � � � � � � �
X
B

� � ��

T��Clq�� � � � �
X
E

� � � � �
X
B

� � ��� T��Clq�� � � � �
X
G

� � � � � � � �

T��Clq�� � � � �
X
C

� � � � �
X
B

� � ��� T��Clq�� � � � �
X
CE

� � �
X
G

� � � � ���

Aus diesen Formeln lassen sich zum Beispiel die folgenden Einsparnisse erzielen�

�	 � � � � �� � � � �

Anstatt � � � h�atte auch � � � oder � � � genommen werden k�onnen� Als Ergebnis
erh�alt man�

T��Clq�� � � � �
X
EG

� � � � �
X
B

�	�� T��Clq�� � �� � � � �
X
B

�	 �

T��Clq�� � � � �
X
E

� � � � �
X
B

�	�� T��Clq�� � �	 � �
X
G

�� � � �

T��Clq�� � � � �
X
C

�� � �
X
B

�	 �� T��Clq�� � � � �
X
CE

� � �
X
G

�� � � ��

Mit

�� � �
X
B

�	� �� � �� � �

erh�alt man�

T��Clq�� � � � �
X
EG

� � � � ��� T��Clq�� � �� � ��

T��Clq�� � � � �
X
E

� � � � ��� T��Clq�� � �	 � �
X
G

���

T��Clq�� � � � �
X
C

�� � �� � T��Clq�� � � � �
X
CE

� � �
X
G

����

Mit

�� � � � �� �� � �
X
G

���

erh�alt man�

T��Clq�� � � � �
X
EG

� � ��� T��Clq�� � �� � ��
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T��Clq�� � � � �
X
E

� � ��� T��Clq�� � �	 � ��

T��Clq�� � � � �
X
C

�� � �� � T��Clq�� � � � �
X
CE

� � ���

Die Berechnungen von � bis � k�onnen parallel ausgef�uhrt werden� Dasselbe gilt
f�ur � bis � � �	 und �� � �� und �� bzw� �� und �� �
Die Shafer	Shenoy	Skripte vereinigen die Vorteile der Aalborg Architektur und der

Shafer	Shenoy Architektur� Im Gegensatz zur Aalborg Architektur wird keine Division
durchgef�uhrt� Im Vergleich mit der Shafer	Shenoy Architektur werden einige Berech	
nungen nicht mehrfach ausgef�uhrt�
Ist man nun an den BEL	Werten der Knoten des Bayesschen Netzes interessiert�

so betrachtet man die �	Tabelle der Clique� in der derjenige Knoten vorkommt� und
marginalisiert alle anderen Knoten aus dieser Tabelle aus� Im Beispiel s�ahe das wie
folgt aus�

BEL�A� �
X
B

T��Clq�� BEL�E� �
X
FG

T��Clq��

BEL�B� �
X
A

T��Clq�� BEL�F � �
X
EG

T��Clq��

BEL�C� �
X
BE

T��Clq�� BEL�G� �
X
EF

T��Clq��

BEL�D� �
X
C

T��Clq�� BEL�H� �
X
CG

T��Clq��

Man erkennt� da� die �	Tabelle von der Clique Clq� nicht ben�otigt wird� Ebenso
h�atte man sich die Berechnung der �	Tabelle von Clique Clq� ersparen k�onnen� denn
der BEL	Wert von C l�a�t sich auch mit der �	Tabelle der Clique Clq� bestimmen�
BEL�C� �

P
D T��Clq���

Bsp

�
�
�
� Polynom�Propagierung

Die Funktionalit�at der Shafer�Shenoy Architektur wird nun dadurch
erweitert� da� als Eintr�age in den Wahrscheinlichkeitentabellen �Tcpt�K��
T�nding�K�� nicht mehr nur Zahlen sondern allgemeiner sogenannte multiva�
riate Polynome�	 erlaubt sind�

In 
Skaanning et al� ��� wird ein Bayessche Netz f�ur das System SACSO�� para	
metrisiert� Um eine Inferenz in parametrisierten Bayesschen Netzen zu erm�oglichen�
wurde dazu der Hugin Inferenz Algorithmus in Maple V implementiert� Die betrach	
teten Tabellen der bedingten Wahrscheinlichkeiten f�ur das Bayessche Netz enthalten
nur Nullen und Einsen� Indem nur Nullen und Einsen verwendet werden� umgeht man
das Problemen von Rundungsfehlern�

��Multivariate Polynome sind Polynome in mehreren Unbestimmten �siehe auch Abschnitt A����
��SACSO ist das Akronym f�ur Systems for Automatic Customer Support Operations
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Diese Arbeit geht einen anderen Weg� Wie man gesehen hat� ben�otigt die Shafer	
Shenoy Architektur im Vergleich zur Aalborg Architektur keine Division� Da bei Nul	
len und Einsen keine Rundungsfehler zu erwarten sind� l�a�t sich die Division von zwei
Polynomen in dem Fall ohne gro�e Probleme durchf�uhren� Treten jedoch Rundungs	
fehler bei Zahlenwerten ungleich Null oder Eins auf� so ist manchmal eine Division
unm�oglich� da sich das Divisor	Polynom nicht mehr aus dem Dividend	Polynom her	
ausfaktorisieren l�a�t� Unproblematisch dagegen ist die Polynommultiplikation� Im
Rahmen dieser Arbeit wurde eine eigene Polynommultiplikation implementiert� so da�
nicht auf externe Mathematikprogramme zur�uckgegri�en werden mu�� Bei der Poly	
nompropagierung auf der Shafer	Shenoy Architektur bereiten kleine Rundungsfehler
keine Probleme mehr�
Im Kapitel B�� werden die multivariaten Polynome formal eingef�uhrt und auch

formal die Addition und Multiplikation zweier multivariater Polynome sowie die Ska	
larmultiplikation einer Konstanten mit einem multivariaten Polynom de�niert�
Ein multivariates Polynom ist eine endliche Summe von Termen� Ein Term ist

ein endliches Produkt von Variablen und einem konstanten Faktor� Zwei multivariate
Polynome werden addiert� indem die Summe von Termen des ersten multivariaten
Polynoms und die Summe von Termen des zweiten multivariaten Polynoms zu einer
Summe zusammengefa�t werden� Dabei kann der Ausdruck verk�urzt werden� indem
man Terme �uber dieselben Variablen durch Beibehaltung des Produktes der Variablen
und Addition der Konstanten zusammenfa�t� Dabei kann sich der konstante Faktor
eines Termes zu Null bestimmen� Diese Terme werden aus der Summe gel�oscht� Zwei
multivariate Polynome werden multipliziert� indem man die Produkte aus jedem Term
des ersten Polynoms und jedes Termes des zweiten Polynoms aufsummiert�
Zur Verdeutlichung� was man bei der Propagierung von Polynomen als Ergebnis zu

erwarten hat� wird im folgenden das bekannte Beispiel ����� aufgegri�en�

Beispiel ������ �Hypothesenparametrisierung�
Sei das Bayessche Netz Gehirntumor gegeben �siehe den Graph in Abbildung ��� und
die dazugeh�origen a	priori	 und bedingten Wahrscheinlichkeiten in Tabelle ����� Der
Knoten A werde mit �A�� A�� instantiiert� d�h� die Hypothese a� des Knotens A wird
mit der Variablen A� und die Hypothese a� des Knotens A wird mit der Variablen A�
belegt� Die Propagierung liefert als Ergebnis die folgenden Belief	Werte der verschie	
denen Knoten des Graphen�

BEL�A� � �

�
���� �A�
���� �A�

	
BEL�B� � �

�
���� �A� " ���� �A�
���� �A� " ���� �A�

	
BEL�C� � �

�
���� �A� " ���� �A�
���� �A� " ���� �A�

	
BEL�D� � �

�
����� �A� " ����� �A�
����� �A� " ����� �A�

	
BEL�E� � �

�
����� �A� " ����� �A�
����� �A� " ����� �A�

	
Die zus�atzliche Instantiierung des Knotens C mit �C�� C�� und die anschlie�en	

de Propagierung liefert als Ergebnis die folgenden Belief	Werte f�ur die verschiedenen
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Knoten des Graphen�

BEL�A� � �

�
���� A� C� " ���� A� C�
���� A� C� " ���� A� C�

	
BEL�B� � �

�
����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C�
����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C�

	
BEL�C� � �

�
���� A� C� " ���� A� C�
���� A� C� " ���� A� C�

	
BEL�D� � �

�
������ A� C� " ������ A� C� " ������ A� C� " ������ A� C�
������ A� C� " ������ A� C� " ������ A� C� " ������ A� C�

	
BEL�E� � �

�
����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C�
����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C� " ����� A� C�

	
In den Belief	Werten der Knoten stehen nun Polynome p � R
A�� A�� C�� C��� Die

Variablen A�� A�� C� und C� k�onnen die Werte � und � annehmen� dabei mu� aber
immer wenigstens eine Hypothese eines Knotens eintre�en k�onnen� d�h� �i� j � f�� �g �
Ai � � � Cj � ��
Sei jetzt C� � � und C� � �� d�h� die zweite Hypothese des Knotens C wird

instantiiert� Damit ergeben sich die folgenden Belief	Werte�

BEL�A� � �

�
���� A�
���� A�

	
BEL�B� � �

�
����� A� " ����� A�
����� A� " ����� A�

	
BEL�C� � �

�
�

���� A� " ���� A�

	
�

�
�
�

	
BEL�D� � �

�
������ A� " ������ A�
������ A� " ������ A�

	
BEL�E� � �

�
����� A� " ����� A�
����� A� " ����� A�

	
Durch die Instantiierung des Knotens C wird der Knoten E vom Knoten A d	separiert�
d�h� der Knoten A beein�u�t den Knoten E nicht mehr� Dieses ist aber dem Belief	
Wert des Knotens E nicht so ohne weiteres zu entnehmen� Eine genauere Betrachtung
liefert�

BEL�E� � �

�
����� A� " ����� A�
����� A� " ����� A�

	
�

�
�

����� A� " ����� A� " ����� A� " ����� A�

�
����� A� " ����� A�
����� A� " ����� A�

	
�

�
�

���� A� " ���� A�

�
��� � ����� A� " ���� A��
��� � ����� A� " ���� A��

	
�

�
���
���

	
�

Abschlie�end wird die VariableA� auf � und die VariableA� auf � gesetzt� Als Ergebnis
erh�alt man�

BEL�A� �

�
�
�

	
� BEL�B� �

�
����
����

	
�
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BEL�C� �

�
�
�

	
� BEL�D� �

�
����
����

	
und BEL�E��

�
����
����

	
�

Bsp

Ein vergleichbares Ergebnis erh�alt manmitQuery DAGs� die in 
Darwiche � Provan
��� beschrieben werden�

Beispiel ������ �Hypothesenparametrisierung �Query DAGs��
Query	DAGs sind gerichtete azyklische Graphen� deren innere Knoten Operationen
�Addition und Multiplikation� und die Blattknoten Zahlenwerte von � bis � oder
Evidenz	Variablen sind� die den Wert � oder � annehmen k�onnen� In Abbildung ����
ist ein Bayessches Netz mit seinem zugeh�origen Query	DAG �C als Evidenz	Variable
und B als Query	Variable� als Beispiel gegeben�
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Abbildung ����� Beispiel f�ur einen Query	DAG

Ein Query	DAG wird o#ine bei gegebenem Bayesschen Netz und gegebenen Evi�
denz 	 und Query	Variablen generiert� D�h� die Evidenz	 und Query	Variablen sind
bekannt aber noch nicht ihre Belegung� Mit dem Q�DAG Evaluator kann dann bei ge	
gebener Belegung der Evidenz	Variablen der Query	DAG online ausgewertet werden�
und man erh�alt die Werte f�ur die Query	Variablen� In Abbildung ���� ist dieser Zusam	
menhang gra�sch dargestellt� Wie in 
Darwiche � Provan ��� beschrieben� werden nur
die Wertebelegungen der Zufallsvariablen parametrisiert� Die bedingten Wahrschein	
lichkeiten oder die a	priori Wahrscheinlichkeiten werden nicht parametrisiert� Im Ge	
gensatz dazu kann bei der Polynom	Propagierung jeder beliebige Tabelleneintrag einer
Wahrscheinlichkeitentabelle parametrisiert werden� Als Ergebnis erh�alt man Polynome
in den Hypothesen der Knoten� deren Zufallsvariable von Interesse ist�
Die Polynompropagierung liefert f�ur den BEL	Wert des Knotens B des Bayesschen

Netzes in Abbildung ���� das folgende Ergebnis�

BEL�B� � �

�
������ C� " ������ C�
������ C� " ������ C�

	
�
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o#ine

online

Evidenz	VariablenBayessches Netz Query	Variablen

Q	DAG Compiler

EvidenzQuery	DAG

Q	DAG Evaluator

Abbildung ����� Generierung von Query	DAGs

Gleichzeitig liegen bei der Polynom	Propagierung auch die Ergebnisse der BEL	Werte
der Knoten A und C vor� d�h� f�ur sie m�ussen keine zus�atzlichen Propagierungen durch	
gef�uhrt werden�
Bei der Vereinfachung oder Evaluierung der Polynome kann auf vorhandene Soft	

warepakete zur�uckgegri�en werden� Im Falle der Hypothesenparametrisierung werden
die Zahlen sogar nur addiert� je nach dem ob eine � als Faktor vorhanden ist oder nicht�
so da� eine sehr einfache Auswertung m�oglich ist�
Sollen andere Zufallsvariablen des Bayesschen Netzes zus�atzlich als Evidenz	Variab	

len parametrisiert werden� so wird bei der Polynom	Propagierung so weit wie m�oglich
auf vorhandene Berechnungen zur�uckgegri�en� Bei den Query	DAGs wird dar�uber in

Darwiche � Provan ��� nichts ausgesagt� Bsp

F�ur weitere Anwendungsbeispiele der Polynom	Propagierung wird auf das Kapitel
A�� verwiesen�

��� Zusammenfassung

Anhand von zwei kleinen Beispielen werden die mehrfach verbundenen Bayesschen
Netze und einige Begri�e informal eingef�uhrt� Nach dieser Motivation werden die not	
wendigen Notationen und Begri�e f�ur Bayessche Netze de�niert� Dann wird der f�ur
die Inferenzverfahren notwendige Junction Tree eingef�uhrt� Dabei wird anhand der
in der Motivation vorgestellten Beispielnetze gezeigt� welche Elementarschritte f�ur die
Bestimmung eines Junction Trees ausgef�uhrt werden m�ussen� Man erkennt� wie wich	
tig dabei die Bestimmung einer optimalen Eliminationsreihenfolge ist� Eine schlechte
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Eliminationsreihenfolge induziert eine gro�e Anzahl von Triangulationskanten im mo	
ralisierten Graphen� was zur Folge einen Junction Tree haben kann� von dem einige Cli	
que unhabbar gro� bzgl� Speicherplatzverbrauch und Berechnungsaufwand sein k�onnen�
Desweiteren wird eine Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen eingef�uhrt� die eine
Schreibweise benutzt� die sich auf die wesentlichen Zusammenh�ange bezieht� So wird
nicht zwischen bedingten und a	priori Wahrscheinlichkeiten unterschieden und auch f�ur
die Instantiierung von Knoten mit bestimmtenWerten werden Wahrscheinlichkeitenta	
bellen benutzt� Als Inferenzverfahren werden die Aalborg Architektur und die Shafer	
Shenoy Architektur vorgestellt� die beide auf einem Junction Tree arbeiten und exakte
Verfahren sind� Die Shafer	Shenoy Architektur wird noch zu Shenoy	Shafer Skripte
umgeformt und zur Polynom	Propagierung erweitert� Die Polynom	Propagierung wird
dabei durch ein Beispiel erg�anzt�
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Kapitel �

Dynamische Bayessche Netze

In diesem Kapitel werden die Dynamischen Bayesschen Netze �DBN�
behandelt und die Begri�e und Schreibweisen f�ur Bayessche Netze um die
notwendigen Begri�e und Schreibweisen f�ur Dynamische Bayessche Netze
erweitert� Obwohl sich der Rollup hier schon andeutet� wird erst in einem
sp�ateren Kapitel auf ihn eingegangen werden�

Dynamische Bayessche Netze sind spezielle Bayessche Netze� die sich
aus mehreren Bayesschen Netzen �sogenannten Zeitscheiben� aufbauen� Als
neue Zeitscheibe wird ein Bayessches Netz aus einer vorgegebenen Menge
von Bayesschen Netzen an die letzte Zeitscheibe des Dynamischen Bayes	
schen Netzes angeh�angt� Zu den unterschiedlichstenZeitpunkten lassen sich
die verschiedensten Bayesschen Netze an der letzten Zeitscheibe des Dyna	
mischen Bayesschen Netzes anh�angen� Dabei lassen sich beim Anh�angen
von Zeitscheiben zwei Verfahren unterscheiden� Diese zwei M�oglichkeiten
werden an einem Beispielnetz gegen�ubergestellt�

Eines der beiden Verfahren f�ur das Anh�angen von Zeitscheiben bildet
die Grundlagen f�ur einige Rollup	Verfahren� die in � vorgestellt werden�
Die Idee bei diesem Verfahren ist� da� sich die Struktur des Dynamischen
Bayesschen Netzes �der Aufbau des Dynamischen Bayesschen Netzes aus
Zeitscheiben� im Junction Tree �siehe Abschnitt ���� widerspiegelt�

Ein dynamisches Bayessches Netz ist der Spezialfall eines dynamischen probabili	
stischen Netzes �DPN�� Einige Autoren sprechen statt von �dynamischen Netzen� auch
von �temporalen Netzen�� Dynamische Probabilistische Netze sind Netze� die in der
Lage sind� stochastische temporale Prozesse zu modellieren �vgl� 
Dagum et al� ��

Kj�rul� ��
 Nicholson � Brady ����� Beispielsweise wird in 
Dagum et al� ��� ein
dynamisches Netz dazu verwendet� um den Verkauf amerikanischer Wagen auf dem
japanischen Markt vorherzusagen� Im Projekt BAT� �siehe 
Forbes et al� ���� werden
zur Lokalisierung eines Fahrzeuges dynamische Netze eingesetzt�

In einemDynamischen Bayesschen Netz repr�asentiert eine Zeitscheibe typischerwei	
se einen Schnappschu� des temporalen Prozesses� Die bedingten Wahrscheinlichkeiten�
die die Abh�angigkeiten zwischen den Zeitscheiben beschreiben� werden auch als das
Zustandsentwicklungsmodell bezeichnet�

�BAT ist das Akronym f�ur Bayesian Automated Taxi�
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Im allgemeinen bleibt die Struktur des Teilnetzes in einer Zeitscheibe und die
Abh�angigkeiten zwischen den Knoten dieser Teilnetze gleich� In 
Dagum et al� ���

wird jedoch darauf hingewiesen� da� in einigen Dom�anen nicht modellierte externe
Umst�ande zu einem Verfall des Modells f�uhren k�onnen und eine Aktualisierung der be	
dingten Wahrscheinlichkeiten oder sogar der Struktur des Netzes verlangen� �Ahnlich
wird in 
Taw�k � Neufeld ��� auf Probleme hingewiesen� die aufgrund von zeitlichen
Abl�aufen entstehen k�onnen� So kann beispielsweise die gleiche Evidenz zu verschiede	
nen Zeitpunkten verschiedene Bedeutungen haben� In diesem Fall ist es notwendig� die
bedingten Wahrscheinlichkeiten oder die Struktur der Teilnetze in den entsprechenden
Zeitscheiben neu zu de�nieren�
In einigen F�allen sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten sogar zeitabh�angig �ver	

gleiche 
Taw�k � Neufeld ����� In 
Horvitz � Barry ��� wird ein Beispiel in der Dom�ane
der Weltraumf�ahre der NASA beschrieben� Wenn es einen Fehler in der Treibsto�ver	
sorgung gibt� w�ahrend das Triebwerk feuert� so ist die Wahrscheinlichkeit� da� die
Maschine besch�adigt wird� um so h�oher� je l�anger das Triebwerk feuert� Gerade bei
Krankheiten kann die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Symptomen stark mit
dem Fortschreiten der Krankheit schwanken� Zur Behandlung dieses Falls kann man
die bedingten Zeitscheiben zeitabh�angig de�nieren� beispielsweise indem man sie durch
eine Funktion ausdr�uckt� die von der Zeit abh�angt�
Ein Dynamisches Bayessches Netz kann durch Aufrollen �Rollup� vereinfacht wer	

den� Einige Rollup	Verfahren werden dazu in Kapitel � vorgestellt� Durch den Rol	
lup kann das Netz so vereinfacht werden� da� h�ochstens zwei Zeitscheiben gleichzeitig
existieren� Auf diese Weise kann die Vorhersage und Interpretation beliebig vieler
Beobachtungen erfolgen�

��� Motivation

Im folgenden Abschnitt wird an einem Beispiel eine Schranke f�ur Sta	
tische Bayessche Netze aufgezeigt� In einem weiteren Beispiel wird man
sehen� wie diese Schranke durch Dynamische Bayessche Netze aufgehoben
wird�

F�ur gewisse Anwendungen sind Bayessche Netze� wie sie bisher vorgestellt wurden�
nicht sinnvoll� Ihr Einsatz wird durch ihre statische Natur stark eingeschr�ankt� Dazu
soll das folgende Beispiel betrachtet werden� das aus 
Kipper et al� ��� entnommen
wurde�

Beispiel ����� �Pr
ufungssituation statisch�
Dieses Beispiel� das durch die �Uberlegungen in 
Jameson ��� angeregt wurde� ist durch
eine Pr�ufungssituation gegeben� Dem Pr�u�ing wird eine Frage gestellt� die er je nach
seinem Wissensniveau und der Schwierigkeit der Frage beantworten kann oder nicht�
Je h�oher das Wissensniveau des Pr�u�ings ist bzw� je leichter die Frage ist� die ihm
gestellt wurde� desto gr�o�er ist die Wahrscheinlichkeit� da� er die Antwort auf die
Frage kennt� Ob er die Antwort auf die Frage kennt� l�a�t sich anhand seiner Gestik
oder Mimik erahnen� Kennt er die Antwort� so wird seine Gestik viel eher ruhig und
seine Mimik viel eher gelassen sein� als wenn er sie nicht kennen w�urde��Die Gestik und
Mimik werden aber erst in sp�ateren Beispielen eine Rolle spielen��
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Gestik Mimik

G

W

M

Wissensniveau des Sch�ulers

S

Schwierigkeit der jew� Frage

Wissen der jew� Antwort

N

Abbildung ���� Beispielnetz Pr�ufungsfrage statisch �statisches Bayessches Netz�

Die quantitativen Abh�angigkeiten sind aus Tabelle ��� zu entnehmen�
Das Bayessche Netz eignet sich dazu� um das Wissensniveau eines Pr�u�ings bez�ug	

lich einer Frage einzusch�atzen�

Wissensniveau des Sch�ulers �n� � hoch� n� � niedrig�
P�n� � P�n�� � ��� P�n�� � ���

Schwierigkeit der jew� Frage �s� � schwer� s� � mittel� s� � leicht�
P�s� � P�s�� � ��� P�s�� � ��� P�s�� � ���

Wissen der jew� Antwort �w� � richtig� w� � falsch�
P�w j n� s� � P�w� j n�� s�� � ��� P�w� j n�� s�� � ���

P�w� j n�� s�� � ��� P�w� j n�� s�� � ���
P�w� j n�� s�� � ��� P�w� j n�� s�� � ���
P�w� j n�� s�� � ��� P�w� j n�� s�� � ���
P�w� j n�� s�� � ��� P�w� j n�� s�� � ���
P�w� j n�� s�� � ��� P�w� j n�� s�� � ���

Gestik �g� � hektisch� g� � ruhig�
P�g j w� � P�g� j w�� � ��� P�g� j w�� � ���

P�g� j w�� � ��� P�g� j w�� � ���

Mimik �m� � entsetzt� m� � gelassen�
P�m j w� � P�m� j w�� � ��� P�m� j w�� � ���

P�m� j w�� � ��� P�m� j w�� � ���

Tabelle ���� bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die
Knoten des Beispielnetzes in Abbildung ���

Werden dem Pr�u�ing allerdings mehrere Pr�ufungsfragen gestellt� um das Wissens	
niveau des Pr�u�ings di�erenzierter einzusch�atzen� so mu� das vorhandene Bayessche
Netz um Knoten erweitert werden� Wird dies nicht getan� so stellt sich die Situation
wie folgt dar� Um das Wissensniveau des Pr�u�ings einsch�atzen zu k�onnen� werden
ihm nacheinander mehrere Pr�ufungsfragen gestellt� deren Schwierigkeitsgrade bekannt
sind� Die Antwort des Pr�u�ings wird abgewartet� so da� sie als richtig oder falsch
eingestuft werden kann� Die Gestik oder die Mimik werden in diesem Fall also nicht
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ben�otigt� Im selben Bayesschen Netz werden nun sukzessive die Hypothesen der Kno	
ten S �Schwierigkeit der jew� Frage� und W �Wissen der jew� Antwort�
instantiiert� die den eingetro�enen Ereignissen entsprechen�

Pr�ufungsfrage Schwierigkeit Antwort Einsch�atzung des Wissensniveaus

	 	 	 BEL�N� � ������� ������
� leicht falsch BEL�N� � ������� ������
� leicht falsch BEL�N� � ������� ������
� leicht falsch BEL�N� � ������� ������
� schwer richtig BEL�N� � ������� ������
� mittel richtig BEL�N� � ������� ������
� schwer richtig BEL�N� � ������� ������
� schwer falsch BEL�N� � ������� ������
� leicht richtig BEL�N� � ������� ������
� leicht richtig BEL�N� � ������� ������
�� leicht richtig BEL�N� � ������� ������

Tabelle ���� Einsch�atzung des Wissensniveaus eines Pr�u�ings im Verlauf einer
Pr�ufungssituation mit mehreren Pr�ufungsfragen durch das statische Beispielnetz
Pr�ufungsfrage statisch in Abbildung ���

Wie man der Tabelle ��� entnehmen kann� wird der Verlauf der Pr�ufungssituation
bei der Einsch�atzung des Wissensniveaus des Pr�u�ings nicht ber�ucksichtigt� Selbst
mehrere falsche Antworten auf leichte Fragen belassen die Einsch�atzung des Wissens	
niveaus des Pr�u�ings unver�andert� Bsp

F�ur solche Domainen ist ein statisches Modell nicht ausreichend oder sinnvoll� Es
wird ein Modell ben�otigt� das eine Historie ber�ucksichtigt� Das bestehende Bayessche
Netz soll also bei Bedarf um notwendige Knoten erweitert werden k�onnen� Dieses wird
im folgenden Beispiel illustriert�

W�

N� S�

G� M�

Pr�ufungsfrage �

W�

G� M�

N� S�

Pr�ufungsfrage �

Abbildung ���� Beispielnetz Pr�ufungsfrage dynamisch �dynamisches Bayessches Netz�

Beispiel ����� �Pr
ufungssituation dynamisch�
Das Bayessche Netz aus dem vorhergehenden Beispiel wird nun so erweitert� da�
fr�uhere Pr�ufungsfragen mit ber�ucksichtigt werden� Es wird f�ur jede Pr�ufungsfrage
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ein Bayessches Netz angelegt� Die Knoten� die die Zufallsvariable Wissensniveau

des Sch�ulers repr�asentieren� sind voneinander abh�angig� Die Einsch�atzung �uber das
Wissensniveau des Pr�u�ings wird an die n�achste Instanz weitergegeben�

Wissensniveau des Sch�ulers �n	�� � hoch� n	�� � niedrig� f�ur Zeitscheibe �
P�n	� � P�n	��� � ��� P�n	��� � ���

Wissensniveau des Sch�ulers

�nt�� � hoch� nt�� � niedrig� f�ur Zeitscheibe t �t � ��
P�nt j nt��� � P�nt�� j nt����� � � P�nt�� j nt����� � �

P�nt�� j nt����� � � P�nt�� j nt����� � �

Tabelle ���� bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die
Zufallsvariable Wissensniveau des Sch�ulers des Beispielnetzes Pr�ufungsfrage dy�

namisch in Abbildung ���

Die a	priori und bedingten Wahrscheinlichkeiten f�ur die ZufallsvariableWissensni�

veau des Sch�ulers sind aus Tabelle ��� zu entnehmen� Die bedingten Wahrschein	
lichkeiten der anderen Zufallsvariablen bleiben unver�andert und k�onnen aus Tabelle
��� entnommen werden�

Pr�ufungsfrage Schwierigkeit Antwort Einsch�atzung des Wissensniveaus

	 	 	 BEL�N	� � ������� ������
� leicht falsch BEL�N	� � ������� ������
� leicht falsch BEL�N�� � ������� ������
� leicht falsch BEL�N�� � ������� ������
� schwer richtig BEL�N�� � ������� ������
� mittel richtig BEL�N�� � ������� ������
� schwer richtig BEL�N�� � ������� ������
� schwer falsch BEL�N�� � ������� ������
� leicht richtig BEL�N
� � ������� ������
� leicht richtig BEL�N�� � ������� ������
�� leicht richtig BEL�N�� � ������� ������

Tabelle ���� Einsch�atzung des Wissensniveaus eines Pr�u�ings im Verlauf einer
Pr�ufungssituation mit mehreren Pr�ufungsfragen durch das dynamische Beispielnetz
Pr�ufungsfrage dynamisch in Abbildung ���

Mit jeder Pr�ufungsfrage w�achst das Bayessche Netz um eine sogenannte Zeitschei�
be� Mit jeder Zeitscheibe w�achst dabei nicht nur der Speicherbedarf f�ur das Bayessche
Netz sondern auch der Speicher	 und Zeitbedarf f�ur den Propagierungsalgorithmus�
Sind die Ressourcen f�ur Speicher oder Zeit beschr�ankt� so m�ussen nach einer bestimm	
ten Anzahl von Zeitscheiben alte Zeitscheiben abgeh�angt werden� Man bezeichnet
dies auch als Rollup� Im vorliegenden Beispiel gestaltet sich der Rollup relativ einfach�
Der BEL	Wert des vorhergehenden Knotens der ZufallsvariablenWissensniveau des

Sch�ulers wird als a	priori Wahrscheinlichkeit f�ur den aktuellen Knoten der Zufallsva	
riablen Wissensniveau des Sch�ulers eingetragen� Die alten Zeitscheiben k�onnen
somit ohne Informationsverlust abgeschnitten werden� Knoten wie der Knoten der
Zufallsvariablen Wissensniveau des Sch�ulers bezeichnet man auch als dynami	
sche Knoten� Treten in einer Zeitscheibe mehrere solcher dynamischen Knoten auf� so
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Pr�ufungsfrage Schwierigkeit Antwort Einsch�atzung des Wissensniveaus
statisch dynamisch

	 	 	 ������� ������ ������� ������
� leicht falsch ������� ������ ������� ������
� leicht falsch ������� ������ ������� ������
� leicht falsch ������� ������ ������� ������
� schwer richtig ������� ������ ������� ������
� mittel richtig ������� ������ ������� ������
� schwer richtig ������� ������ ������� ������
� schwer falsch ������� ������ ������� ������
� leicht richtig ������� ������ ������� ������
� leicht richtig ������� ������ ������� ������
�� leicht richtig ������� ������ ������� ������

Tabelle ���� Vergleich der Einsch�atzungen des Wissensniveaus durch das Beispielnetz
Pr�ufungsfrage statisch mit den Einsch�atzungen des Wissensniveaus durch das Beispiel	
netz Pr�ufungsfrage dynamisch

ist der Rollup nicht so einfach durchzuf�uhren� Diese Problematik wird in Kapitel �
beschrieben�
Der Vergleich von Tabelle ��� mit Tabelle ��� in Tabelle ��� zeigt� wie wichtig es

ist� den Verlauf der Pr�ufungssituation bei der Einsch�atzung des Wissensniveaus des
Pr�u�ings mit zu ber�ucksichtigen� Der BEL	Wert f�ur die Zufallsvariable Wissensni�

veau des Sch�ulers im statischen Bayesschen Netz unterscheidet sich im Verlauf der
Pr�ufungssituation ganz erheblich vom entsprechenden BEL	Wert f�ur die Zufallsvariable
Wissensniveau des Sch�ulers im Dynamischen Bayesschen Netz�

Bsp

Dynamische Bayessche Netze ver�andern sich also �uber die Zeit� Bei Bedarf werden
neue Zeitscheiben angeh�angt und alte Zeitscheiben abgeschnitten� Im nachfolgenden
Abschnitt werden dazu die notwendigen Begri�e eingef�uhrt und die genaue Vorgehens	
weise beim Anh�angen und Abschneiden von Zeitscheiben erl�autert�

��� Struktur

Im folgenden werden einige allgemeine Sachzusammenh�ange f�ur Dyna	
mische Bayessche Netze beschrieben und die entsprechenden Begri�e ein	
gef�uhrt� Es wird gezeigt� wie sich Speicherplatz einsparen l�a�t� indem die
Schemata f�ur die Zeitscheiben entsprechend verwaltet werden�
F�ur das L�osen von Dynamischen Bayesschen Netzen werden zwei ver	

schiedene Strategien vorgestellt� Die eine Strategie kann als global an	
gesehen werden� bei der das gesamte Dynamische Bayessche Netz beim
L�osen als ein Bayessches Netz betrachtet wird� das sich nicht aus Zeitschei	
ben aufbaut� Bei der zweiten Strategie hingegen soll sich der Aufbau des
Bayesschen Netzes aus Zeitscheiben auch in der Struktur des Junction Tree
widerspiegeln� Jede der beiden Strategien hat seine Vor	 und Nachteile� die
jeweils in den einzelnen Abschnitten angesprochen werden�
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Ein Dynamisches Bayessches Netz besteht aus einer variablen endlichen Anzahl n
von Zeitscheiben� Sei G � �V�E� der DAG �gerichtete azyklische Graph�� der die
Struktur des dynamischen Modells zu einem bestimmten Zeitpunkt beschreibt� Wenn
t� die erste Zeitscheibe des DAGs ist� dann besteht V aus den disjunkten Teilmengen
V�t��� � � � �V�t� " n� ��� d�h�

V � V�t�� n� �
t��n��

t�t�

V�t��

Als Vorlage f�ur die Instantiierung von Zeitscheiben dienen Bayessche Netze� die auch als
Schema bezeichnet werden� Dabei �ubernehmen einige Knoten eines Schemas eine dop	
pelte Rolle� Je nach Instantiierung sind die Zufallsvariablen dieser Knoten unabh�angig
von irgendwelchen Zufallsvariablen� die durch Knoten in vorhergehenden Zeitscheiben
repr�asentiert werden� oder von Zufallsvariablen abh�angig� die mit Knoten in der vorher	
gehenden Zeitscheibe assoziiert sind �In Kapitel � werden Abh�angigkeiten �uber mehre	
re Zeitscheiben hinweg und andere Besonderheiten vorgestellt��� Diese Abh�angigkeiten
werden durch Kanten von Zeitscheibe t � � zu Zeitscheibe t modelliert� sogenannten
temporale Kanten oder auch relationale Kanten� Jede neue Zeitscheibe wird also durch
temporale Kanten mit der letzten Zeitscheibe des alten Netzes verbunden�

DBN

� � �S� S� Ss

� � �

Zeitscheibe � Zeitscheibe � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

XSi�
XSi�

XSit��

Schema S i� Schema S i� Schema S it��

XSit

Schema S it

Schemata f�ur das DBN

Abbildung ���� DBN� Die Zeitscheiben sind Instanzen der Schemata f�ur das DBN�

Ein Dynamisches Bayessches Netz ist somit eine endliche Aneinanderreihung von
Schemata� die als Zeitscheiben instantiiert wurden �siehe Abbildung ����� In Abbildung
��� sind die Schemata� die als Zeitscheiben f�ur das DBN instantiiert werden k�onnen�
mit S�� � � � �Ss bezeichnet� Mit XSi�

sind die Mengen der Zufallsvariablen bezeich	
net� aus denen sich das DBN zusammensetzt� Die Zufallsvariablen f�ur das Schema
S i �� 	 i 	 s� werden durch XSi symbolisiert� Als Zeitscheibe k �� 	 k 	 t� ist
also somit das Schema S ik �� 	 ik 	 s� mit der Menge der Zufallsvariablen XSik
instantiiert� Die mit den Zufallsvariablen eines Schemas assoziierten bedingten Wahr	
scheinlichkeiten� die jeweils in einer Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten organisiert
sind� sind zu allen Zeitpunkten gleich� an denen das Schema instantiiert wird� Bei einer
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entsprechenden Verwaltung mu� f�ur die verschiedenen zeitlichen Instantiierungen einer
Zufallsvariablen insgesamt nur eine Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten vorliegen�
n�amlich in einem Schema� in dem die Zufallsvariable vorkommt� D�h� die verschiedenen
zeitlichen Instantiierungen von Zufallsvariablen in den Zeitscheiben des Dynamischen
Bayesschen Netzes enthalten keine Wahrscheinlichkeitentabellen� sondern nur einen
Verweis auf das Schema in dem die Zufallsvariable mit ihrer Wahrscheinlichkeitenta	
belle modelliert ist� Dadurch l�a�t sich der Speicherplatzverbrauch des Dynamischen
Bayesschen Netzes in der Repr�asentation als gerichteter azyklischer Graph enorm ver	
ringern� Sind von einem Schema zum Beispiel zehn Zeitscheiben instantiiert worden� so
sind die Wahrscheinlichkeitentabellen nicht insgesamt elfmal �im Schema und jeweils in
jeder Zeitscheibe� sondern nur einmal �n�amlich im Schema der Zeitscheibe� vorhanden�
Diese Speicherplatzersparnis l�a�t sich zusammen mit der Shafer	Shenoy Architektur�
die in ������� vorgestellt wird� auch in der Repr�asentation des Dynamischen Bayesschen
Netzes als Junction Tree erzielen� Anstatt n�amlich die Wahrscheinlichkeitentabellen
in den Cliquen des Junction Trees zu speichern� kann man in den Cliquen einen Ver	
weis auf das Schema eintragen� in dem die entsprechende Zufallsvariable mit ihrer
Wahrscheinlichkeitentabelle gespeichert ist� Dies geht aber nur bei der Shafer	Shenoy
Architektur� wie sie in ������� vorgestellt wird� da die Wahrscheinlichkeitentabellen
hier noch als Faktoren eines Produkts vorliegen� Bei der Aalborg Architektur l�a�t
sich die Einsparung nicht erzielen� da das Produkt der Wahrscheinlichkeitentabellen
ausgerechnet wird�
In der Abbildung ��� sind die sogenannten Zustandsentwicklungsmodelle dargestellt

durch rechteckige K�asten zwischen zwei jeweils benachbarten Zeitscheiben� Ein Zu	
standsentwicklungsmodell beschreibt die Abh�angigkeiten der Zustandsvariablen einer
Zeitscheibe k von den Zustandsvariablen der Vorg�angerzeitscheibe k � � �� 	 k 	 t��
Analog zur Wahrscheinlichkeitsverteilung aller Zufallsvariablen eines Bayesschen Net	
zes l�a�t sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung f�ur Dynamische Bayessche Netze als
Produkt ihrer bedingten Wahrscheinlichkeiten schreiben�

P�XSi�
� � � � �XSit

� �
Y

V�
tS

k	�
XSik

P�V j pa�V ���

Ist V ein Wurzelknoten� so reduzieren sich die bedingten Wahrscheinlichkeiten P�V j
pa�V �� zu P�V ��
In Abbildung ��� ist ein Dynamisches Bayessches Netz dargestellt� das sich aus den

vier verschiedenen Schemata A� B� C und D aufbaut� Es sind dabei f�unf Zeitscheiben
�Zeitscheibe � bis Zeitscheibe �� instantiiert� Wie in der Abbildung zu sehen ist� sind
im Schema B Knoten enthalten� die Elternknoten im Schema A und Elternknoten im
Schema D haben� Diese Elternknoten der beiden Schemata m�ussen dieselben Namen
besitzen oder �uber denselben Alias referenziert werden k�onnen� Ein Knoten in einem
Dynamischen Bayesschen Netz kann also neben seinem eindeutigen Namen� den kein
weiterer Knoten des Dynamischen Bayesschen Netzes besitzt� noch mit mehreren an	
deren Namen �Aliase� benannt sein� die er sich mit anderen Knoten des Dynamischen
Bayesschen Netzes teilt� Zwei Knoten eines Schemas haben aber nie denselben Alias�
Ein Alias kommt also in einem Schema h�ochstens einmal vor�
Ein Schema hat keine Elternknoten in vorhergehenden Zeitscheiben� wenn es als

Zeitscheibe � instantiiert wird� W�urde das Schema A zum Zeitpunkt t �� � als Zeit	
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Zeitscheibe � Zeitscheibe � Zeitscheibe �

A B C D

XA XB XD XB

Schema A Schema B Schema B

Zeitscheibe � Zeitscheibe �

Schema D

XB

Schema B

Abbildung ���� DBN� F�unf Zeitscheiben eines DBNs mit vier Schemata�

scheibe t instantiiert werden� so h�atten einige Knoten der Zeitscheibe t Elternknoten
in Zeitscheibe t � �� Diese Knoten bezeichnet man als Dynamische Knoten� Die ge	
richteten Kanten zwischen den Zeitscheiben werden temporale Kanten genannt� In
Abbildung ��� sind die temporalen Kanten gestrichelt und die Dynamischen Knoten
grau	schra�ert eingezeichnet�

Abbildung ���� DBN� Temporale Kanten und Dynamische Knoten eines DBNs�

Mit den temporalen Kanten sind bedingte Wahrscheinlichkeiten verbunden� die be	
schreiben� wie sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen in der Zeit	
scheibe t�� auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen in der Zeitschei	
be t auswirkt�

De�nition ����� �zeitliche Kanten�
Die Menge der gerichteten Kanten

Etmp�t� � f�A�B� � E j A � V�t� ��� B � V�t�g� t� 	 t 	 t� " n� ��
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Abbildung ���� DBN� Moralisierungskanten und Interfaceknoten eines DBNs�

wird als Menge der zeitlichen Kanten �oder zeitlichen Relationen� der Zeitscheibe t
bezeichnet� D

Durch die obige De�nition f�ur die zeitlichen Kanten wird implizit vorausgesetzt�
da� die Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes die Markov Eigenschaft ein	
halten� was informal damit beschrieben werden kann� da� die Zukunft unabh�angig von
der Vergangenheit ist� wenn die Gegenwart bekannt ist� Formal wird dies u�a� wie folgt
geschrieben�

XV�	�� � � � �XV�t�����XV�t���� � � � �XV�t�k� j XV�t�� �t� k � ��

Dies bedeutet� da� eine ZufallsvariableXK � die einemKnoten K � V��� zugeordnet ist�
von keiner Zufallsvariablen XA direkt beein�u�t wird� die mit einem beliebigen Knoten
A � V�i� assoziiert ist �i 	 ����� Graphentheoretisch bedeutet dies� da� keine Kanten
erlaubt sind� die zwei nichtbenachbarte Zeitscheiben miteinander verbinden�

Nachfolgend werden zwei verschiedene M�oglichkeiten f�ur die Bearbei	
tung von Dynamischen Bayesschen Netzen an einem Beispielnetz miteinan	
der verglichen� Bei der ersten M�oglichkeit wird das Dynamische Bayessche
Netz nur als Bayessches Netz betrachtet� Der Aufbau des Dynamischen
Bayesschen Netzes aus Zeitscheiben spiegelt sich dabei nicht im Junction
Tree wider� Bei der zweiten M�oglichkeit werden die Zeitscheiben des Dyna	
mischen Bayesschen Netzes bei der Evaluierung ber�ucksichtigt� Hier deutet
sich schon an� wie ein Rollup ohne Informationsverlust durchgef�uhrt werden
kann�

Behandlung des DBNs als normales BN

Im folgenden wird f�ur das L�osen ein Dynamisches Bayessches Netz als
ein normales Bayessches Netz zu einem bestimmten Zeitpunkt aufgefa�t�
Der Aufbau des Dynamischen Bayesschen Netzes aus Zeitscheiben wird
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nicht beachtet� Werden nun neue Zeitscheiben angeh�angt� so wird man se	
hen� da� das neu entstehende Dynamische Bayessche Netz insgesamt neu
berechnet werden mu�� und man keine alten Berechnungen wieder verwen	
den kann�
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Abbildung ���� DBN� Triangulationskanten eines DBNs ohne Ber�ucksichtigung von
Zeitscheiben� Die Eliminationsreihenfolge ist der Knotennumerierung zu entnehmen�

Zu jedem Zeitpunkt t ist das Dynamische Bayessche Netz genau bekannt� Zu einem
Zeitpunkt t kann das Dynamische Bayessche Netz damit auch als statisches Bayessches
Netz aufgefa�t werden� und zur L�osung des DynamischenBayesschen Netzes k�onnen die
in ��� vorgestellten Propagierungsalgorithmen ohne Anpassung zur Anwendung kom	
men� Dabei wird f�ur das Dynamische Bayessche Netz die sekund�are Repr�asentation�

berechnet� ohne dabei zu ber�ucksichtigen� da� das Netz aus Zeitscheiben aufgebaut ist�
Zu allererst wird das Dynamische Bayessche Netz moralisiert� In Abbildung ��� sind
die Moralisierungskanten gestrichelt eingezeichnet� Die grau	schra�erten Knoten be	
zeichnet man als Interfaceknoten� Der Grund f�ur diese Bezeichnung wird klar� wenn bei
der Triangulierung des Dynamischen Bayesschen Netzes die Zeitscheiben ber�ucksichtigt
werden� Dann n�amlich bilden die Interfaceknoten das Zustandsentwicklungsmodell der
Zeitscheibe�
Zun�achst wird nun aber die globale Betrachtung vorgestellt� in der die Zeitschei	

ben des Dynamischen Bayesschen Netzes unber�ucksichtigt bleiben sollen� Die optimale
Eliminationsreihenfolge wird �uber alle Knoten des gesamten Dynamischen Bayesschen
Netzes bestimmt� In Abbildung ��� sind dazu die Triangulationskanten einer Eli	
minationsreihenfolge von Knoten ohne Ber�ucksichtigung der Zeitscheiben gestrichelt
eingezeichnet�
Man erkennt� wie durch Triangulationskanten Knoten �uber mehrere Zeitscheiben

hinweg miteinander verbunden werden� Die hieraus resultierenden Cliquen vereinen
Knoten aus mehreren Zeitscheiben� Wird nun zus�atzlich eine neue Zeitscheibe an	
gef�ugt� und nun eine optimale Eliminationsreihenfolge �uber alle Knoten gesucht� so

�Die sekund�are Repr�asentation wird auch als Junction Tree bezeichnet�
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mu� der Junction Tree im allgemeinen vollst�andig neu berechnet werden� Dabei k�onnen
alte Berechnungen nicht wiederverwendet werden�
In Abbildung ��� ist der aus der Abbildung ��� resultierende Junction Tree darge	

stellt�
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H�H�G�

B�A�C�B�A�C�B�A�C�

C�A�D�

A�D�A�

H�H�G�G�H�G�G�G�

F�E�G�D�

G�G�G�D�

F�E�G�D�

G�G�D�D�

F�E�G�D�E�G�D�

G�D�D�D�

D�C�D�D�

C�D�D�A�

D�C�D�A�

C�D�A�

D�A�

A�

E�G�D� E�G�D�

A�C�A�

Abbildung ���� DBN� Junction Tree eines DBNs ohne Ber�ucksichtigung von Zeitschei	
ben�

Insgesamt m�ussen

� die Eliminationsreihenfolge�

� der Junction Tree des Bayesschen Netzes� der auf der Eliminationsreihenfolge
beruht� und

� die einzelnen Cliquen	Nachrichten� die bei vorhergehenden Inferenzen verschickt
wurden�

neu berechnet werden�
In Tabelle ��� sind die Eliminationsreihenfolge der Knoten und die dabei induzier	

ten Cluster und Cliquen dargestellt� Die Cluster und Cliquen umfassen Knoten aus
mehreren Zeitscheiben� Eine maximale Clique enth�alt vier Knoten�

Strukturerhaltung im Junction Tree des DBNs

Jetzt wird das Dynamische Bayessche Netz beim L�osen so behandelt�
da� sich der Aufbau des Dynamischen Bayesschen Netzes aus Zeitschei	
ben auch in der Struktur des Junction Trees widerspiegelt� In diesem Zu	
sammenhang wird der Begri� der eingeschr�ankten Eliminationsreihenfolge
eingef�uhrt� Werden neue Zeitscheiben angeh�angt� so wird man sehen� da�
beim L�osen des neu entstandenen Dynamischen Bayesschen Netzes alte
Berechnungen wiederverwendet werden k�onnen� Leider ist im allgemei	
nen die eingeschr�ankte Eliminationsreihenfolge im Vergleich zu einer Eli	
minationsreihenfolge� die das gesamte Netz ber�ucksichtigt� schlechter im



���� Struktur ��

eliminierter induzierter induzierte
Knoten Cluster Clique

H� H�H�G� Clq� � fH��H�� G�g
B� B�A�C� Clq� � fB�� A�� C�g
B� B�A�C� Clq� � fB�� A�� C�g
B	 B	A	C	 Clq� � fB	� A	� C	g
C	 C	A	D	 Clq� � fC	� A	�D	g
A� A�C�A� Clq� � fA�� C�� A�g
A	 A	D	A� Clq
 � fA	�D	� A�g
H� H�H	G�G� Clq� � fH��H	� G�� G�g
H	 H	G�G�G	 Clq� � fH	� G�� G�� G	g
F� F�E�G�D� Clq�	 � fF�� E�� G��D�g
E� E�G�D� 	
G� G�G�G	D� Clq�� � fG�� G�� G	�D�g
F� F�E�G�D� Clq�� � fF�� E�� G��D�g
E� E�G�D� 	
G� G�G	D�D� Clq�� � fG�� G	�D��D�g
F	 F	E	G	D	 Clq�� � fF	� E	� G	�D	g
E	 E	G	D	 	
G	 G	D�D�D	 Clq�� � fG	�D��D��D	g
D� D�C�D�D	 Clq�� � fD�� C��D��D	g
C� C�D�D	A� Clq�
 � fC��D��D	� A�g
D� D�C�D	A� Clq�� � fD�� C��D	� A�g
C� C�D	A� 	
D	 D	A� 	
A� A� 	

Tabelle ���� Eliminierung der Knoten� Zeitscheiben werden nicht ber�ucksichtigt

Triangulationsergebnis� Vor allem die Cliquen� die an der Nahtstelle zwi	
schen den Zeitscheiben entstehen� werden besonders gro�� Dies ist jedoch
vom entsprechenden Zustandsentwicklungsmodell zwischen den Zeitschei	
ben abh�angig�

Sollen also alte Berechnungen wiederverwendet werden� so mu� das Junction Tree
Verfahren angepa�t werden� Ideal w�are es� wenn man beim Junction Tree neue Struk	
turen auch so anh�angen k�onnte� wie dies bei den Dynamischen Bayesschen Netzen
mit den Zeitscheiben m�oglich ist� Wie man aber gesehen hat� ist dies bei einer belie	
bigen Eliminationsreihenfolge im allgemeinen nicht machbar� Da man wei�� da� die
Cliquen eines Junction Trees des Bayesschen Netzes alleine schon durch die Elimi	
nationsreihenfolge festgelegt sind� wird man die Eliminationsreihenfolge entsprechend
anpassen m�ussen� Durch die Eliminationsreihenfolge werden auch die Triangulations	
kanten bestimmt� Will man Cliquen� die nur Knoten aus der jeweiligen Zeitscheibe
und maximal aus einer benachbarten Zeitscheibe enthalten� so d�urfen die Triangulati	
onskanten nur innerhalb einer Zeitscheibe liegen oder maximal zu einer benachbarten
Zeitscheibe reichen� Den Zusammenhang zwischen der Eliminationsreihenfolge und den
Triangulationskanten �und somit den Cliquen� die entstehen� liefert uns der folgende
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Satz von Rose� Tarjan und Lueker �entnommen aus 
Kj�rul� ���� der allgemeinen
Graphentheorie�

Satz ����� �Rose� Tarjan und Lueker�
Sei G� � �V�E� ein Graph� dessen Knoten V � V durch die bijektive Funktion
 � V � f�� � � � � jVjg� V ��  �V � mit einer Nummer versehen werden� Ein solcher
Graph wird auch als geordneter Graph bezeichnet�
Sei also G� � �V�E� ein geordneter Graph� dann wird die Kante fU� V g im tri	

angulierten Graphen Gt� genau dann und nur dann enthalten sein� wenn es einen
Pfad hV� V�� � � � � Vk� Ui im geordneten Graphen G� � �V�E� gibt� so da�  �Vi� �
minf �V �� �U�g �i � �� � � � � k� S

Wie schon im Satz erw�ahnt� ist  eine bijektive Funktion von der Menge der Knoten
V in die Menge f�� � � � � jVjg� d�h�

 � V� N mit V ��  �V � � f�� � � � � jVjg�

F�ur einen Knoten V � V gibt  �V � die Position von V in der Eliminationsreihenfolge
an� Mit dem Satz ����� kann nun zusammen mit einer Eliminationsreihenfolge� die
sich auf die Zeitscheiben einschr�ankt �Die Knoten einer Zeitscheibe t werden vor den
Knoten einer Zeitscheibe t " � abgearbeitet und so fort��� gezeigt werden� da� bei
der Eliminierung eines Knotens V der Zeitscheibe t maximal Triangulationskanten
eingef�ugt werden� die Knoten der Zeitscheibe t oder die Interfaceknoten der Zeitscheibe
t"� miteinander verbinden� Die entsprechenden Aussagen und dazugeh�origen Beweise
k�onnen in 
Kj�rul� ��� nachgelesen werden�
Dabei ist eine wichtige Schlu�folgerung aus dem Satz� da� bei der Eliminierung

eines Knotens nur zwischen nicht eliminierten Knoten Triangulationskanten eingef�ugt
werden�
Dieses wird wie folgt ausgenutzt� Beim Anh�angen einer neuen Zeitscheibe an das

Dynamische Bayessche Netz beh�alt man die Eliminationsreihenfolge bei� in der die
Knoten der alten Zeitscheiben abgearbeitet wurden� und f�ugt daran die Eliminati	
onsreihenfolge f�ur die Abarbeitung der Knoten der neuen Zeitscheibe an� So werden
zwischen den alten Knoten keine neuen Triangulationskanten eingef�ugt� und die alten
Cliquen bleiben zum gro�en Teil erhalten� Der Junction Tree mu� nicht komplett neu
berechnet werden� An den alten Junction Tree werden die neuen Cliquen angeh�angt
und eventuell alte Cliquen an der Schnittstelle zwischen alten und neuen Cliquen um
ein paar Knoten erweitert� Es k�onnen alte Berechnungen wiederverwendet werden� In
Abbildung ��� sind die Triangulationskanten einer Eliminationsreihenfolge gestrichelt
eingezeichnet� die ber�ucksichtigt� da� das Netz aus Zeitscheiben aufgebaut ist� Man
erkennt� wie die Triangulationskanten Knoten einer Zeitscheibe oder zweier benachbar	
ten Zeitscheiben miteinander verbinden� Die hieraus resultierenden Cliquen vereinen
somit nur Knoten einer Zeitscheibe oder zweier benachbarter Zeitscheiben� Wird nun
eine neue Zeitscheibe angef�ugt� und die alte Eliminationsreihenfolge f�ur die alten Kno	
ten beibehalten� so mu� der Junction Tree nicht komplett neu berechnet werden� Hier
k�onnen alten Berechnungen wiederverwendet werden�
In Abbildung ���� ist der aus Abbildung ��� resultierende Junction Tree darge	

stellt� Damit die �Ubersicht nicht noch mehr leidet� wurden die Separatorknoten nicht
eingezeichnet� da sich diese f�ur jede Kante des Junction Trees leicht bestimmen lassen�
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Abbildung ���� DBN� Triangulationskanten eines DBNs mit Ber�ucksichtigung von Zeit	
scheiben� Die Eliminationsreihenfolge ist der Knotennumerierung zu entnehmen�

Die durchgezogenen Linien und Kreise geben die Kanten bzw� Cliquen des Junction
Trees an� Die gestrichelten Linien und Kreise stehen f�ur die Kanten bzw� Cliquen des
Junction Trees� die beim Anh�angen von Zeitscheiben entstehen� In Klammern ist an	
gegeben� um welche Knoten sich die Cluster erweitern� Wie schon in ����� erw�ahnt
wurde� wird nicht jeder Cluster zu einer Clique des Junction Trees� In der Abbildung
sind die Cluster gepunktet dargestellt� die keine Cliquen des Junction Trees sind�

In Tabelle ��� ist die auf die Zeitscheiben eingeschr�ankte Eliminierung noch ein	
mal �ubersichtlich dargestellt� Die Knoten der verschiedenen Zeitscheiben sind durch
einen waagrechten Strich in der Tabelle voneinander getrennt� Man erkennt� da� die
Knoten in den verschiedenen Zeitscheiben in der gleichen Reihenfolge abgearbeitet
werden� Dabei werden die dynamischen Knoten in logischer Folgerung aus Satz �����
als letzte Knoten der Zeitscheibe abgearbeitet� Im Vergleich von Tabelle ��� zu Ta	
belle ��� erkennt man leider auch� da� die Einschr�ankung der Eliminationsreihenfolge
auf die Zeitscheiben in diesem Beispiel sehr viel gr�o�ere Cliquen erzeugt� In Kapi	
tel � werden wir ein Rollup	Verfahren kennen lernen� da� sich nur bei Junction Trees
einsetzen l�a�t� die mittels einer eingeschr�ankten Eliminationsreihenfolge bestimmtwur	
den� Dabei m�ussen vom Dynamischen Bayesschen Netz maximal immer nur zwei Zeit	
scheiben repr�asentiert sein� Andere Junction Trees� die mittels einer Eliminations	
reihenfolge bestimmt wurden� die die Zeitscheiben nicht ber�ucksichtigen� lassen sich
mit diesem Rollup	Verfahren nicht behandeln� Die Anzahl der Zeitscheiben des Dy	
namischen Bayesschen Netzes w�achst mit der Zeit� und damit auch die Komplexit�at
�Verbrauch von Speicherplatz und Rechenzeit� des Dynamischen Bayesschen Netzes�
Irgendwann �ubersteigt die Komplexit�at des Dynamischen Bayesschen Netzes� das mit
einer Eliminationsreihenfolge behandelt wird� die die Zeitscheiben nicht ber�ucksichtigt�
die Komplexit�at des Dynamischen Bayesschen Netzes� von dem immer maximal nur
zwei Zeitscheiben repr�asentiert werden� Dann relativiert sich das Verfahren� das die
Zeitscheiben ber�ucksichtigt� gegeben�uber demVerfahren� welches eine globale Strategie
verfolgt�
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Abbildung ����� DBN� der Junction Tree eines DBNs mit Ber�ucksichtigung von Zeit	
scheiben� Die Separatorknoten wurden aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit nicht einge	
zeichnet�

Man erkennt� wie sich der Junction Tree durch das Anh�angen von neuen Zeitschei	
ben entwickelt� wenn die Zeitscheiben bei der Berechnung der Eliminationsreihenfolge
ber�ucksichtigt werden�
Um eine neue Zeitscheibe anzuh�angen� wird also wie folgt vorgegangen�

�� Moralisiere den zusammengesetzten Graphen aus Junction Tree und DAG�

�� Trianguliere �eingeschr�ankt auf die Zeitscheiben� den neu entstandenen Graphen
und bestimme die neuen Cliquen�

�� Konstruiere den neuen �expandierten� Junction Tree�

�� Berechne die neuen Potentiale der Cliquen und ber�ucksichtige die alten Potentiale
dabei�

Vom alten Junction Tree T � �C�S� soll so viel wie m�oglich wiederverwendet
werden� um den Konstruktionsaufwand f�ur den neuen Junction Tree T � � �C��S�� zu
minimieren� Als direkte Konsequenz der eingeschr�ankten Eliminationsreihenfolge exi	
stiert f�ur jede alte Clique Clq � C eine neue Clique Clq � � C�� so da� gilt� Clq � Clq ��
F�ur einige Cliquen ist diese Relation strikt� Bei einer beliebigen Eliminationsreihen	
folge ist eine Zuordnung alte zu neue Clique im allgemeinen nicht m�oglich� Der neue
Junction Tree T wird nun wie folgt erzeugt�

�� Bestimme die Menge der Cliquen C� von T ��

�� Erzeuge T ��

�a� Erzeuge die �	Tabellen der Cliquen Clq � C� nC und der Separatoren Sep
� S� n S�

�b� Initialisiere alle neuen Tabellen mit �� �Alle anderen Tabellen bleiben un	
ver�andert��



���� Struktur ��

eliminierter induzierter induzierte
Knoten Cluster Clique

B	 A	B	C	 Clq� � fA	� B	� C	g
E	 D	E	F	G	 Clq� � fD	� E	� F	� G	g
F	 D	F	G	 	
C	 A	C	D	 Clq� � fA	� C	�D	g
G	 D	G	H	 Clq� � fD	� G	�H	g
D	 A	D	H	C�D� Clq� � fA	�D	�H	� C��D�g
A	 A	H	A�C�D� Clq� � fA	�H	� A�� C��D�g
H	 H	A�C�D�G�H� Clq
 � fH	� A�� C��D�� G��H�g
B� A�B�C� Clq� � fA�� B�� C�g
E� D�E�F�G� Clq� � fD�� E�� F�� G�g
F� D�F�G� 	
C� A�C�D�G�H� 	
G� A�D�G�H� 	
D� A�D�H�C�D� Clq�	 � fA��D��H�� C��D�g
A� A�H�A�C�D� Clq�� � fA��H�� A�� C��D�g
H� H�A�C�D�G�H� Clq�� � fH�� A�� C��D�� G��H�g
B� A�B�C� Clq�� � fA�� B�� C�g
E� D�E�F�G� Clq�� � fD�� E�� F�� G�g
F� D�F�G� 	
C� A�C�D�G�H� 	
G� A�D�G�H� 	
D� A�D�H��C�D�� �Clq�� � fA��D��H�� C��D�g�
A� A�H��A�C�D�� �Clq�� � fA��H�� A�� C��D�g�
H� H��A�C�D�G�H�� �Clq�
 � fH�� A�� C��D�� G��H�g�

Tabelle ���� Eliminierung der Knoten� die Zeitscheiben werden ber�ucksichtigt

�� F�ur jede Clique Clq � C n C� und jeden Separator Sep � S n S� multipliziere
die entsprechenden Belief	Potentiale zu den zugeh�origen Belief	Potentialen der
Cliquen und Separatoren�

�� Ordne die Knoten der neuen Zeitscheibe einer bestimmten Clique zu� Es mu�
dabei gelten� da� die Eltern des Knotens auch in der Clique vorhanden sind�

In den beiden Abbildungen ���� und ���� ist das Anh�angen von Zeitscheiben in der
Repr�asentation des Junction Trees dargestellt� Dabei ist in Abbildung ���� zu sehen�
wie vorhandene Cliquen um Knoten erweitert werden� In Abbildung ���� wird der
Junction Tree nur um neue Cliquen erg�anzt� Alte Cliquen werden nicht um Knoten
erweitert�
Die eingeschr�ankte Eliminationsreihenfolge erm�oglicht somit auch die Verwaltung

von vorberechneten Zeitscheiben� Diese vorberechneten Zeitscheiben sind Junction
Trees� deren Cliquen und Kanten berechnet sind und f�ur die schon Collect Evidence
in Richtung der Nahtstelle an die Vorg�angerzeitscheibe durchgef�uhrt wurde� Kann ein
Schema A an Zeitscheiben angeh�angt werden� die von verschiedenen Schemata erzeugt
werden� so wird je nach Vorg�angerzeitscheibe eine andere vorberechnete Zeitscheibe f�ur
die Instantiierung des SchemasA ben�otigt� Damit der gesamte Junction Tree kalibriert
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�b� der Junction Tree nach dem Anh�angen
der Zeitscheibe �

Abbildung ����� In der Repr�asentation des Junction Trees wird an die Zeitscheibe � die
Zeitscheibe � angeh�angt� Ver�anderte und neue Cliquen sind gestrichelt eingezeichnet�

ist� mu�� wenn keine Evidenzen im neuen Junction Tree eingetragen wurden und der
alten Junction Tree vor dem Anh�angen des neuen Junction Tree kalibriert war� nur
noch ein Distribute Evidence an der Nahtstelle zwischen altem und neu angeh�angten
Junction Tree in Richtung des neu angeh�angten Junction Trees aufgerufen werden�
Wurden jedoch im neu angeh�angten Junction Tree Evidenzen eingtragen� so mu� in
den �Asten des neu angeh�angten Junction Trees� in denen wenigstens eine Evidenz ein	
getragen wurde� auch ein Collect Evidence bis zur Nahtstelle durchgef�uhrt werden�
Von der Nahtstelle aus mu� dann auch ein Distribute Evidence in den alten Junction
Tree erfolgen�

��� Zusammenfassung

In diesem Kapitel vergleiche ich systematisch die Eigenschaften �zum Beispiel Komple	
xit�at und Berechnungsersparnis� der beiden Verfahren �Behandlung des Dynamischen
Bayesschen Netzes als normales Bayessches Netz� und �Strukturerhaltung im Junction
Tree des Dynamischen Bayesschen Netzes� miteinander� Mit dem zweiten Verfahren�
das auf einem von Kj�rul� in 
Kj�rul� ��� vorgestellten Verfahren beruht� werden die
Grundlagen f�ur einige Rollup	Verfahren gescha�en� Diese Rollup	Verfahren �darunter
auch das Rollup	Verfahren von Kj�rul�� werden im folgenden Kapitel � vorgestellt�
Dadurch da� sich die Struktur des Dynamischen Bayesschen Netzes im Junction Tree
widerspiegelt� wird ein Rollup von Dynamischen Bayesschen Netzen erm�oglicht� der
ohne Informationsverlust durchgef�uhrt werden kann�

Wie sich aber schon im Beispielvergleich zeigte� ben�otigt der Junction Tree� der
strukturerhaltend erzeugt wurde� vor�ubergehend mehr Rechenleistung als der Junction
Tree� bei dem eine globale Strategie zum Einsatz kommt�

Es w�are ideal� ein Verfahren zu haben� da� die Vorz�uge der globalen und der struk	
turerhaltenden Strategie miteinander verbindet� Man wird sehen� da� dies mithilfe
der sogenannten Polynompropagierung m�oglich ist� Im folgenden Kapitel � werden
nun einige Rollup	Verfahren vorgestellt� die je nach Gegebenheit und Anwendung ihre
Schw�achen und St�arken haben� Eine Gegen�uberstellung und Zusammenfassung von
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Abbildung ����� In der Repr�asentation des Junction Trees wird die Zeitscheibe � an	
geh�angt� Die neuen Cliquen sind gestrichelt eingezeichnet� Es wurden keine alten
Cliquen ver�andert�

Kriterien erleichtern die Wahl� welches Rollup	Verfahren f�ur die Anwendung am Be	
sten zum Einsatz kommt� Gegebenenfalls lassen sich einige Rollup	Verfahren sogar
miteinander kombinieren�
L�osungsverfahren� die bei der Bestimmung der Eliminationsreihenfolge der Knoten

den Algorithmus maximum cardinality Search oder �ahnliche zwingend vorschrei	
ben� sind f�ur dieses Rollup	Verfahren nicht geeignet�
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Kapitel �

Rollup f�ur Dynamische Bayessche

Netze

Durch das Anh�angen von Zeitscheiben w�achst bei Dynamischen Bayes	
schen Netzen der Bedarf an Ressourcen wie Rechenzeit und Arbeitsspei	
cher� Zu gewissen Zeitpunkten wird es zwingend erforderlich� Dynami	
sche Bayessche Netz an die vorhandene Rechenzeit und�oder den vorhande	
nen Arbeitsspeicher anzupassen� Diese Anpassung kann durch ein Rollup	
Verfahren geschehen� Im allgemeinen werden dabei ganze Zeitscheiben des
Dynamischen Bayesschen Netzes aufgerollt� und maximal zwei Zeitscheiben
des Dynamischen Bayesschen Netzes verwaltet�
Im folgenden werden f�ur die verschiedensten Bed�urfnisse Rollup	Ver	

fahren vorgestellt� die die Inferenzverfahren nutzen� die in dieser Arbeit
vorgestellt werden �siehe Kapitel ��� Durch diese Rollup	Verfahren wer	
den dann Vorhersagen und Interpretationen beliebig vieler Beobachtungen
erm�oglicht�

Wie man sehen wird� l�a�t sich der Rollup von DynamischenBayesschen Netzen nicht
so einfach durch das Abschneiden von Knoten �oder ganzen Zeitscheiben� realisieren�
Der hierdurch verursachte Fehler k�onnte so gro� sein oder durch Akkumulation �beim
Abschneiden mehrerer Zeitscheiben nacheinander� so gro� werden� da� die durch die
Propagierung gewonnenen Einsch�atzungen unbrauchbar sind�

��� Motivation

In diesem Abschnitt wird gezeigt� wie sich schon in einem kleinen Bayes	
schen Netz die BEL	Werte der Knoten �andern� wenn eine Netzstruktur
aufgebrochen oder ein Knoten des Bayesschen Netzes gel�oscht wird�

Das Abschneiden eines Knotens K in einem Bayesschen Netz kann als Aufspalten
des Netzes an der Stelle des Knotens K mit anschlie�endem L�oschen des Knotens K
betrachtet werden�

�Eine aufgerollte Zeitscheibe bezeichnet Thomas Weis in seiner Dissertation �siehe �Weis 

�� auch
als abgeschlossen� Dieser Ausdruck verdeutlicht sehr anschaulich� da� keine Einsch�atzungen f�ur die
Knoten dieser Zeitscheibe mehr vorgenommen werden k�onnen�
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Im folgenden Beispiel wird man sehen� wie aber schon ein einfaches Aufspalten
der Netzstruktur eines Bayesschen Netzes die BEL	Werte der Knoten des Bayesschen
Netzes ver�andert�

Beispiel ����� �Aufspalten bzw� L
oschen eines Knotens�
Sei der Graph aus Abbildung ��� mit den a	priori und bedingten Wahrscheinlichkeiten
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Abbildung ���� Beispielnetz Ampelsteuerung 
P�A� � P�B j A� � P�C j A� � P�D j B�C��

in Tabelle ��� gegeben�
Es ist ein einfaches Bayessches Netz zur Darstellung des Sachverhaltes �Ampelsteue	

rung� an einer einfachen Stra�e zur Stra�en�uberquerung� Eine zentrale Steuerung
gibt an� ob die Autos fahren oder die Fu�g�anger die Stra�e �uberqueren d�urfen�
D�urfen die Autos fahren� so zeigt die Steuerung f�ur die Autos gr�un und die Fu�g�anger
rot an� Geht man davon aus� da� sich alle Verkehrsteilnehmer an die Stra�enverkehrs	
ordnung halten� so ist die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Unfall gleich null� selbst wenn
man nicht wei�� ob die Ampel jetzt f�ur die Fu�g�anger oder die Autos gr�un anzeigt �sie	
he Abbildung ����a��� F�ur die verschiedenen Instantiierungen des Knotens A sind die
BEL	Werte der anderen Knoten in den Abbildungen ����a�� �b� und �c� dargestellt�
Jetzt wird das obige Beispiel leicht abge�andert �siehe Abbildung ����� Anstatt ei	

ner zentralen Steuerung sind zwei separate Steuerungen �Knoten A� und Knoten A��
modelliert� Die a	priori Wahrscheinlichkeiten der neuen Knoten sind in Tabelle ��� ge	
geben� Die Wahrscheinlichkeiten der anderen Knoten bleiben erhalten� Man erh�alt ein



���� Motivation ��

Steuerung �A� a� � Fu�g�anger gr�un� a� � Autos gr�un�
P�a� � P�a�� � ���� P�a�� � ����

Fu�g�anger �B � b� � gehen� b� � stehen�
P�b j a� � P�b� j a�� � ���� P�b� j a�� � ����

P�b� j a�� � ���� P�b� j a�� � ����

Auto �C � c� � fahren� c� � anhalten�
P�c j a� � P�c� j a�� � ���� P�c� j a�� � ����

P�c� j a�� � ���� P�c� j a�� � ����

Unfall o� Konflikt �D � d� � ja� d� � nein�
P�d j b� c� � P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����

P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����
P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����
P�d� j b�� c�� � ���� P�d� j b�� c�� � ����

Tabelle ���� bedingte Wahrscheinlichkeiten bzw� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die
Knoten des Bayesschen Netzes Ampelsteuerung �siehe Abbildung ����

Steuerung �A�� A�� a� � Fu�g�anger� a� � Auto�
P�a� � P�a�� � ���� P�a�� � ����

Tabelle ���� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die beiden Knoten A� und A� des aufge	
spaltenen Knotens A des Bayesschen Netzes Zebrastreifen �siehe Abbildung ����

einfaches Bayessches Netz zur Darstellung des Sachverhaltes �Zebrastreifen� an einer
einfachen Stra�e zur Stra�en�uberquerung� Die beiden Verkehrsteilnehmer �ubernehmen
die Ampelsteuerung� Signalisiert ein Fu�g�anger� da� er die Stra�e �uberqueren m�ochte�
so wird der Autofahrer am Zebrastreifen halten und ihn auf die andere Stra�enseite
lassen� Geht man davon aus� da� sich alle Verkehrsteilnehmer an die Stra�enverkehrs	
ordnung halten� so ist die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Unfall gleich null� wenn sich
die Verkehrsteilnehmer miteinander �z�B� durch Handzeichen� verst�andigt haben �sie	
he Abbildungen ����b� und �c��� Hat diese Kommunikation versagt �z�B� tritt der
Fu�g�anger unerwartet f�ur den Autofahrer an den Zebrastreifen heran und �uberquert
die Stra�e� ohne auf die Autos zu achten��� so steigt die Wahrscheinlichkeit in die	
sem Beispiel auf ��� �siehe Abbildung ����a��� Man kann in diesem Beispiel davon
ausgehen� da� die beiden Knoten A� und A� immer gleich instantiiert sind �bei Kom	
munikation beide auf die erste oder beide auf die zweite Hypothese der beiden Knoten
oder bei keiner Kommunikation keine von beiden Hypothesen��

Das neue Bayessche Netz Zebrastreifen kann man damit vergleichen� da� der Knoten
A des Bayesschen Netzes Ampelsteuerung aufgespalten wird� F�ur verschiedene Instan	
tiierungen der Knoten A� und A� sind die BEL	Werte der anderen Knoten in den
Abbildungen ����a�� �b� und �c� dargestellt�

Im n�achsten Bayesschen Netz Stra�enverkehr �siehe Abbildung ���� ist der Sach	
verhalt einer �Stra�en�uberquerung� mit schlechten Verh�altnissen modelliert� so da�
es weder eine Ampel oder ein Zebrastreifen noch eine andere M�oglichkeit zur Mittei	
lung an einen Autofahrer gibt �z�B� durch eine starke Kurve oder verminderte Sicht	
verh�altnisse wie Nebel oder Dunkelheit�� da� man als Fu�g�anger die Stra�e �uberqueren
m�ochte� Die Knoten A� und A� wie im Beispielnetz Zebrastreifen oder der Knoten A
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Abbildung ���� Beispielnetz Zebrastreifen 
P�A�� � P�A�� � P�B j A�� � P�C j A�� � P�D j
B�C��

wie im Beispielnetz Ampelsteuerung existieren im Bayesschen Netz Stra�enverkehr nicht
mehr� Die Knoten B und C erhalten a	priori Wahrscheinlichkeiten �siehe Tabelle �����
die Wahrscheinlichkeiten f�ur den Knoten D bleiben aus dem Vorg�angernetz erhalten�

Fu�g�anger �B � b� � gehen� b� � stehen�
P�b j a� � P�b�� � ���� P�b�� � ����

Auto �C � c� � fahren� c� � anhalten�
P�c j a� � P�c�� � ���� P�c�� � ����

Tabelle ���� a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die beiden Knoten B und C des Bayes	
schen Netzes Stra�enverkehr �siehe Abbildung ����

Wie man aus den BEL	Werten� die in den Abbildungen ����a�� �b� und �c� ablesen
kann� ist die �Uberquerung der Fahrbahn f�ur den Fu�g�anger ein reines Gl�ucksspiel� Wir
der Passant bei der �Uberquerung der Fahrbahn rechtzeitig von einem ankommenden
Fahrzeug bemerkt und kann dieses anhalten� so kommt es zu keinem Unfall �siehe
Abbildung ����b��� Reagiert ein Autofahrer jedoch zu sp�at� so kommt es zu einem
Zusammensto� �siehe Abbildung ����c���
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Abbildung ���� Beispielnetz Stra�enverkehr 
P�B� � P�C� � P�D j B�C��

Das Bayessche Netz Stra�enverkehr kann man mit dem Bayesschen Netz Ampel�

steuerung damit vergleichen� da� der Knoten A des Bayesschen Netzes Ampelsteuerung

gel�oscht wird und die beiden Nachfolgerknoten B und C� den BEL	Wert des Kno	
tens A nach der Initialisierung des Bayesschen Netzes als a	priori Wahrscheinlichkeiten
eingetragen bekommen�

Bsp

Wie man im Beispiel gesehen hat� entsteht beim Aufspalten oder L�oschen eines
Knotens in einem Bayesschen Netz ein Fehler� Dieser Fehler kann dabei so gro� sein�
da� die durch Inferenz gewonnenen BEL	Werte der Knoten nur noch bedingt brauch	
bar sind� Wie sich ein fehlerfreier Rollup realisieren l�a�t� das wird nun im folgenden
Abschnitt vorgestellt�

��� Algorithmen

Wie man gesehen hat� �andert sich beim Aufspalten oder L�oschen von
Knoten im Bayesschen Netz die Gesamtwahrscheinlichkeit der verbleiben	
den Knoten� Es entsteht ein Fehler� Im folgenden werden verschiedene
Algorithmen vorgestellt� die beim Entfernen von Zeitscheiben �Es werden
also alle Knoten einer Zeitscheibe entfernt�� die Gesamtwahrscheinlichkeit
der verbleibenden Zeitscheiben erhalten�

Die folgenden Algorithmen erhalten die Gesamtwahrscheinlichkeit der verbleiben	
den Zeitscheiben� indem entweder die Struktur des Dynamischen Bayesschen Netzes
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beim Rollup ver�andert wird� oder der Rollup auf dem zugeh�origen Junction Tree des
Dynamischen Bayesschen Netzes ausgef�uhrt wird� Als n�achstes wird ein Algorithmus
vorgestellt� der die Struktur des Bayesschen Netzes ver�andert�

����� Knotenabsorption

Das Verfahren der Knotenabsorption dient dazu� uninteressante Knoten
aus dem Bayesschen Netz zu entfernen� und dadurch gegebenenfalls die
Inferenz im neuen Bayesschen Netz zu vereinfachen� Wie man aber sehen
wird� kann bei der Absorption eines Knotens oder einer Knotenmenge die
Komplexit�at des Bayesschen Netzes im Gegenteil auch steigen�
Es wird nun gezeigt� ob und wie sich das Verfahren der Knotenabsorp	

tion als Rollup	Verfahren einsetzen l�a�t�

Das Verfahren der Knotenabsorption formt ein Bayessches Netz um� indem Knoten
des Netzes so entfernt werden� da� jede Inferenz des resultierenden neuen Bayesschen
Netzes dasselbe Ergebnis liefert wie das alte unver�anderte Bayessche Netz� F�ur die
absorbierten Knoten k�onnen aber keine neuen Evidenzen eingetragen oder die BEL	
Werte abgelesen werden� Die gesamte gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der
verbleibenden Knoten bleibt unver�andert� Das umgewandelte Bayessche Netz mu�
wieder in einen Junction Tree compiliert werden�
Bei der Absorption eines Knotens A � X werden die Tabellen der bedingten Wahr	

scheinlichkeiten der verbleibenden Knoten V � X so ver�andert� da� die Gesamtwahr	
scheinlichkeit des Bayesschen Netzes ohne Ber�ucksichtigung des absorbierten Knotens
gleich bleibt� Formal bedeutet dies�

�K � X n fAg �
X
XnK

�Y
V �X

Tcpt�V � � T�nding�V �
�
�
X
XnK

� Y
V�XnfAg

eTcpt�V � � T�nding�V ��
Die Absorption eines Knotens A l�a�t sich zu einer Absorption einer Knotenmenge

A � X fortsetzen� Je nachdem in welcher Reihenfolge die Knoten aus dem Bayesschen
Netz absorbiert werden� �andert sich dabei das Ergebnis der Knotenabsorption� Bei
der Ver�anderung der Tabellen der bedingten Wahrscheinlichkeiten eines Knotens des
Bayesschen Netzes� sind nicht nur die Zahlenwerte der bedingten Wahrscheinlichkeiten
betro�en� sondern auch die Abh�angigkeiten der Knoten untereinander �andern sich�
D�h� die Struktur des Bayesschen Netzes �andert sich� Es werden Kanten gel�oscht und
eingef�ugt�
In der Abbildung ��� ist das Beispielnetz Asienbesuch aus dem Beispiel ����� zu

sehen� an dem nun strukturell die Absorption zweier Knoten dargestellt wird� �F�ur die
Berechnungen wurde das Programm Netica herangezogen�� Die Anzahl der Eintr�age
in der Wahrscheinlichkeitentabelle eines Knotens V wird auch als Gr�o�e der Wahr	
scheinlichkeitentabelle oder mit  �Tcpt�V �� bezeichnet� Die Gr�o�en der Wahrschein	
lichkeitentabellen aller Knoten des Bayesschen Netzes addieren sich zu  �Tcpt�A�� "
 �Tcpt�B��" �Tcpt�C��" �Tcpt�D��" �Tcpt�E��" �Tcpt�F ��" �Tcpt�G��" �Tcpt�H�� �
� " � " � " � " � " � " � " � � ���
Jetzt wird der uninstantiierte Knoten C des Bayesschen Netzes absorbiert� Wie in

der Abbildung ��� zu sehen ist� werden Kanten vom Knoten B zu den Knoten D und
H sowie Kanten vom Knoten E zu den Knoten D und H eingef�ugt� Dabei werden
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Abbildung ���� Knotenabsorption� Das Beispielnetz Asienbesuch �siehe Beispiel ������
dient als Ausgangsnetz� Die Gr�o�en der Wahrscheinlichkeitentabellen der Knoten ad	
dieren sich zu  �Tcpt�A��" �Tcpt�B��" �Tcpt�C��" �Tcpt�D��" �Tcpt�E��" �Tcpt�F ��"
 �Tcpt�G�� "  �Tcpt�H�� � � " � " � " � " � " � " � " � � ���

die Eintr�age der Wahrscheinlichkeitentabellen und die Gr�o�e der Wahrscheinlichkei	
tentabellen der beiden Knoten D und H vergr�o�ert� Es gilt�  �eTcpt�D�� � � und

 �eTcpt�H�� � ��� Die Gr�o�en der Wahrscheinlichkeitentabellen aller Knoten des Bayes	

schen Netzes addieren sich zu  �Tcpt�A�� "  �Tcpt�B�� " � "  �eTcpt�D�� "  �Tcpt�E�� "

 �Tcpt�F �� "  �Tcpt�G�� "  �eTcpt�H�� � � " � " � " � " � " � " � " �� � ���
Nun wird der Knoten H instantiiert� Dadurch werden unter anderem die Knoten G

und A voneinander abh�angig� Die Abh�angigkeiten von Knoten�mengen� untereinander
lassen sich mit dem folgenden Kriterium bestimmen�

De�nition ����� �D�Separations�Kriterium�
Seien X� Y und Z drei disjunkte Teilmengen von Knoten des gerichteten azyklischen
Graphen G des Bayesschen Netzes BN � Dabei mu� die Vereinigung von X� Y und Z
nicht die gesamte Knotenmenge des Graphen G ergeben� Dann d�separiert die Menge
Z die beiden Mengen X und Y voneinander �Schreibweise� � X j Z j Y �G�� wenn
es entlang jeden Pfades zwischen einem Knoten aus X und einem Knoten aus Y ein
Knoten w existiert� der eine der beiden nachfolgenden Eigenschaften erf�ullt�

�� w hat Vorg�angerknoten und weder w noch seine Nachfolgerknoten sind in Z� oder

�� w hat keine Vorg�angerknoten� und w ist in Z�

D

Weitere Begri�e und ein Beispiel im Zusammenhang mit dem D�Separations�Kri�
terium sind f�ur den interessierten Leser im Anhang A�� zusammengefa�t�
Nun aber wieder zur�uck vom D	Separations	Kriterium zur Absorption des Knotens

H� Es werden Kanten vom Knoten G zu den Knoten A� B und E sowie vom Knoten E
zu den Knoten A und B eingef�ugt� Dabei werden die Eintr�age der Wahrscheinlichkei	
tentabellen und die Gr�o�e der Wahrscheinlichkeitentabellen der Knoten A� B und E
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Abbildung ���� Knotenabsorption� Der uninstantiierte Knoten C wurde absorbiert�
Die Gr�o�en der Wahrscheinlichkeitentabellen der Knoten addieren sich zu  �Tcpt�A��"

 �Tcpt�B�� " � "  �eTcpt�D�� "  �Tcpt�E�� "  �Tcpt�F �� "  �Tcpt�G�� "  �eTcpt�H�� � � "
� " � " � " � " � " � " �� � ���

vergr�o�ert� Es gilt�  �eTcpt�A�� � ���  �eTcpt�B�� � �� und  �eTcpt�E�� � �� Die Gr�o�en
der Wahrscheinlichkeitentabellen aller Knoten des Bayesschen Netzes addieren sich zu
 �eTcpt�A�� "  �eTcpt�B�� " � "  �eTcpt�D�� "  �eTcpt�E�� "  �Tcpt�F �� "  �Tcpt�G�� " � �
� " �� " � " � " � " � " � " � � ���
Um mit der Absorption von Knotenmengen einen Rollup durchf�uhren zu k�onnen�

geht man nun wie folgt vor�

� Das Bayessche Netz besteht aus zwei Zeitscheiben t � � und t� Die Knoten der
Zeitscheiben vor der Zeitscheibe t� � wurden alle absorbiert� Liegen Evidenzen
f�ur Knoten der Zeitscheibe t� � vor� so werden sie eingetragen�

� Die Knoten der Zeitscheibe t� � werden absorbiert�

� Es wird die Zeitscheibe t " � angeh�angt� und das Bayessche Netz ist f�ur den
n�achsten Berechnungsvorgang bereit�

Obwohl ein Bayessches Netz� von dem einige Knoten absorbiert wurden� weniger
Knoten als das vorhergehende Bayessche Netz enth�alt� kann es� wenn Kanten durch die
Absorption eingef�ugt wurden� sehr viel komplexer sein als das vorhergehende Bayessche
Netz� Es werden also Kanten ins Bayessche Netz eingef�ugt bei der Absorption

� eines Knotens mit Evidenz� der viele Vorg�angerknoten besitzt� oder

� eines Knotens ohne Evidenz� der viele Nachfolgerknoten besitzt�

Es werden keine neuen Kanten im Netz eingef�ugt bei der Absorption von

� Knoten mit Evidenz� die keine Vorg�angerknoten besitzen� oder

� Knoten ohne Evidenz� die keine Nachfolgerknoten besitzen�
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Abbildung ���� Knotenabsorption� Der instantiierte Knoten H wird absorbiert� Die
Gr�o�en der Wahrscheinlichkeitentabellen der Knoten addieren sich zu  �eTcpt�A�� "
 �eTcpt�B�� " � "  �eTcpt�D�� "  �eTcpt�E�� "  �Tcpt�F �� "  �Tcpt�G�� " � � � " �� " � "
� " � " � " � " � � ���

Mit Hilfe des D	Separations	Kriteriums wei� man zum Beispiel� da� durch die In	
stantiierung eines Knotens mit Evidenz seine Vorg�angerknoten voneinander abh�angig
werden�
Ist die Anzahl der Knoten gering� f�ur die Evidenzen eingetragen werden sollen oder

an deren BEL	Werten man interessiert ist� und haben diese Knoten auch nur eine
geringe Anzahl an Hypothesen� so ist auch das resultierende Bayessche Netz nach der
Absorption der uninteressanten Knoten von geringer Gr�o�e� Der Berechnungsvorgang
kann aber vor�ubergehend so enorme Speicherplatzprobleme aufwerfen� da� er wegen
Speicherplatzmangel gegebenenfalls sogar abbricht�

����� Prediction�Estimation Verfahren

Beim Prediction�Estimation Verfahren �siehe auch 
Russell � Norvig
���� sind immer maximal nur zwei Zeitscheiben des Dynamischen Bayes	
schen Netzes repr�asentiert� Dabei wird in dem Dynamischen Bayesschen
Netz eine neue Zeitscheibe etabliert und dann eine alte Zeitscheibe aufge	
rollt�

Das Anh�angen einer Zeitscheibe t an ein Dynamisches Bayessches Netz kann mathe	
matisch so betrachtet werden� da� an das Produkt von bedingten Wahrscheinlichkei	
tentabellen und �ndings der Knoten der alten Zeitscheiben� die bedingten Wahrschein	
lichkeitentabellen und �ndings der Knoten der neuen Zeitscheibe t hinzumultipliziert
werden��

�Die Schreibweise K � X ist ein wenig nachl�assig� Ein Knoten K kann nie das Element einer
Menge von Zufallsvariablen sein� Vielmehr ist mit diesem Ausdruck gemeint� da� K ein Knoten ist�
der mit einer Zufallsvariablen XK assoziiert ist� die in X enthalten ist� Streng mathematisch m�u�te
man also f�ur K � X schreiben� K � fV � V ist assoziiert mit XV � Xg�
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P�Xt� � � � �X� j Et� � � � �E�� � P�Xt��� � � � �X� j Et��� � � � �E�� � P�Xt j Et� �

�
� Y
K�X�

�
Tcpt�K� � T�nding�K�
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Dabei stehen die Xk und Ek� mit � 	 k 	 t� f�ur die Menge der Zufallsvariablen
bzw� die Menge der Evidenzen einer Zeitscheibe k� Die alten Zeitscheiben werden aus
dem Produkt entfernt� indem sie herausmarginalisiert werden�

X
K�X������Xt��

P�Xt� � � � �X� j Et� � � � �E�� �
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In Abbildung ��� sind die drei Schritte eines Zyklus des Prediction	Estimation Ver	
fahrens gra�sch dargestellt� Jeder Zyklus des Verfahrens arbeitet dabei wie folgt�

� Prediction� Das Dynamische Bayessche Netz bestehe aus den beiden Zeitscheiben
t�� und t� Weiterhin werde angenommen� da� schon der BEL	Wert BEL�Xt����

berechnet worden sei mit der Ber�ucksichtigung aller Evidenzen bis einschlie�lich
Et��� Die Zeitscheibe t � � besitzt keine Verbindungen mehr zu vorhergehen	
den Zeitscheiben� Den Zustandsvariablen der Zeitscheibe t� � wurden a	priori	
Wahrscheinlichkeiten zugeordnet �siehe auch den n�achsten Schritt�� Dann wird

der BEL	Wert�BEL�Xt� wie folgt neu berechnet�

�BEL�Xt� �
X
Xt��

P�Xt j Xt�� � xt���BEL�Xt�� � xt����

Die xt�� gehen dabei alle m�oglichen Werte von Xt�� durch� Die Berechnung l�a�t
sich durch einen Update des aktuellen Bayesschen Netzes �Zeitscheiben t�� und
t mit den a	priori Wahrscheinlichkeiten f�ur die Zustandsvariablen der Zeitscheibe
t� �� mit der Evidenz Et�� erreichen�

� Rollup� Die Zeitscheibe t� � wird entfernt� Dazu mu� eine a	priori Wahrschein	
lichkeitentabelle f�ur die Zustandsvariablen der Zeitscheibe t hinzugef�ugt werden�

Diese a	priori Wahrscheinlichkeitentabelle ist gerade�BEL�Xt��

�BEL�Xt��� steht f�ur

X
K�X������Xt��

� Y
K�X�

�
Tcpt�K� � T�nding�K�
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K�Xt��

�
Tcpt�K� � T�nding�K�
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� Estimation� Jetzt werden die neuen Evidenzen Et eingetragen� und dann der
BEL	Wert BEL�Xt�� d�h� die Wahrscheinlichkeitsverteilung des aktuellen Zustan	
des� durch ein Update des jetzigen Dynamischen Bayesschen Netzes berechnet�
Anschlie�end wird die Zeitscheibe t" � angeh�angt� und das Dynamische Bayes	
sche Netz ist f�ur den n�achsten Berechnungsvorgang bereit�

Xt

Et

Xt��

Et��

�a� Prediction� Berechnung von�BEL�Xt� unter Ber�ucksichtigung von BEL�Xt��� und Et���

Xt

Et

�b� Rollup� Die neue a�priori Wahrscheinlichkeitentabelle ist�BEL�Xt��

Et��

Xt��Xt

Et

�c� Estimation� Berechnung von BEL�Xt� bei gegebenen neuen Evidenzen Et�

Abbildung ���� Die drei Schritte beim Prediction	Estimation Verfahren

Ein Problem bei diesem Verfahren� ist die Speicherung von BEL�Xt�� des Zustands�
raumes� Die Tabelle kann unhandlich bis unhabbar gro� werden� welches von den in	
volvierten Knoten X � Xt und ihrer Hypothesenanzahl abh�angig ist� Ebenso �ndet
bei diesem Verfahren keine Neuberechnung alter Zeitscheiben statt�

Soll eine alte Zeitscheibe� die abgeschnitten wurde� neu berechnet werden� kann das
Verfahren von Kj�rul� �siehe auch 
Kj�rul� ���� angewendet werden� das im nachfol	
genden Abschnitt vorgestellt wird�
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����� dHugin

In 
Kj�rul� ��� wird ein Schema zur Handhabung Dynamischer Bayes	
scher Netze vorgestellt� Es hei�t dHUGIN und stellt eine Erweiterung
von HUGIN dar� Mit dHUGIN werden die Zeitscheiben des Dynamischen
Bayesschen Netzes nicht aufgerollt sondern nur aus dem Inferenzproze�
herausgenommen� Die aus dem Inferenzproze� herausgenommenen Zeit	
scheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes k�onnen bei Bedarf wieder in
den Inferenzproze� aufgenommen werden� D�h� werden in einer neuen Zeit	
scheibe Evidenzen eingtragen� so lassen sich herausgenommene Zeitscheiben
wieder in den Inferenzproze� aufnehmen und somit au�rischen� Dazu wird
das Dynamische Bayessche Netz in verschiedene Modelle aufgeteilt�

Da die Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes die Markov	Eigenschaft
erf�ullen� kann das Dynamische Bayessche Netz dargestellt werden als eine Reihe von
Modellen P�� � � � �PN��� Die Markov	Eigenschaft wird schon in Abschnitt ��� darge	
stellt und hier nur zur Erinnerung noch einmal wiederholt�

De�nition ����� �Markov�Eigenschaft�
Die Zukunft ist unabh�angig von der Vergangenheit� wenn die Gegenwart bekannt ist�
Formal kann dies auch wie folgt geschrieben werden�

XV�	�� � � � �XV�t�����XV�t���� � � � �XV�t�k� j XV�t�� �t� k � ��

oder auch mit�
P�Xt j X�� � � � �Xt��� � P�Xt j Xt����

D

Das Modell PN wird auch als Zeitfenster �time window� bezeichnet� die Modelle
P�� � � � �PN�� als Backward smoothing models und das Modell PN�� als Forecasting
model�
Im Zeitfenster des Dynamischen Bayesschen Netzes sind die Zeitscheiben vertre	

ten� die im Inferenzproze� enthalten sind� F�ur die Knoten kann man die BEL	Werte
abfragen und Evidenzen eintragen� Das Zeitfenster kann vergr�o�ert� verkleinert und
verschoben werden� Das Zeitfenster ist als Junction Tree repr�asentiert� der nach dem
Verfahren �Strukturerhaltung im Junction Tree des DBNs�� das im Kapitel � beschrie	
ben wird� konstruiert ist�
Die Backward smoothing models entsprechen jeweils einer Zeitscheibe� die aus dem

Inferenzproze� herausgenommen wurden� Die einzelnen Modelle P�� � � � �PN�� sind als
Junction Tree repr�asentiert�
Dem Forecasting model PN�� entsprechen mehrere Zeitscheiben� die als gerichteter

azyklischer Graph repr�asentiert sind� Das Modell dient dazu eine schnelle Voraussage
�uber die Entwicklung zu erhalten� Die Inferenz auf diesem gerichteten azyklischen
Graphen erfolgt durch Stochastische Simulation� da man an einem schnellen Ergebnis
interessiert ist� die Genauigkeit aber nicht so wichtig ist� Evidenzen k�onnen in diesem
Modell nicht eingetragen werden�
Das Zeitfenster wird wie folgt vorw�arts geschoben�

� Vergr�o�erung des Zeitfensters� An den Junction Tree des Zeitfensters wird ein
neuer Teilbaum angeh�angt�
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Abbildung ���� dHUGIN� Einteilung des DBNs in eine Reihe von Modellen

� Verkleinerung des Zeitfensters� Vom Junction Tree des Zeitfensters werden Teil	
b�aume aus dem Inferenzproze� herausgenommen �sogenanntes emphpruning��
Dabei wird in dieser Teilb�aumen kein Collect Evidenz aufgerufen und auch Dis	
tribute Evidenz nicht mehr durchgef�uhrt�

Wie in 
Kj�rul� ��� beschrieben wird� wird bei der Vergr�o�erung des Zeitfensters
um k Zeitscheiben wie folgt vorgegangen�

�� Es werden k neue konsekutive Zeitscheiben dem Forecasting model hinzugef�ugt�

�� Die k �altesten Zeitscheiben des Forecasting models werden zum Zeitfenster ge	
schoben�

�� Der Graph� der aus dem triangulierten Graphen des Zeitfensters und dem gerich	
teten Graphen der k neuen Zeitscheiben besteht� wird moralisiert�

�� Der moralisierte Graph wird trianguliert nach dem Verfahren �Strukturerhaltung
im Junction Tree des DBNs�� und die neuen Cliquen werden bestimmt�

�� Der neue �expandierte� Junction Tree wird erzeugt�

�� Unter Ber�ucksichtigung der alten Cliquen werden die Werte f�ur die neuen Cliquen
berechnet�

Bei der Verkleinerung des Zeitfensters um k Zeitscheiben wird wie folgt vorgegan	
gen�

�� Es werden k Teilb�aume vom Junction Tree des Zeitfensters abgeschnitten� Die k
Teilb�aume entsprechen dabei den k Zeitscheiben� um die das Zeitfenster verklei	
nert werden soll� �Ein Teilbaum besteht nur aus Cliquen� in denen ein Knoten
der Zeitscheibe enthalten ist� f�ur den der Teilbaum stehen soll� Ein Teilbaum
einer Zeitscheibe enth�alt in seinen Cliquen alle Knoten der Zeitscheibe��

�� Diese Teilb�aume werden ihren entsprechenden Backward smoothing models zu	
geordnet� ��Uber die Schnittstellen an denen die Teilb�aume voneinander getrennt
wurden� kann der Informationsaustausch statt�nden��

Dies ist deswegen so einfach m�oglich� da der Junction Tree nach dem Verfahren �Struk	
turerhaltung im Junction Tree des DBNs�� das im Kapitel � beschrieben wird� kon	
struiert ist�
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Jedem Backward smoothing model Pn �� 	 n 	 N � � � b� ist eine Zeitscheibe tn
zugeordnet� die auch als Backward smoothing slice bezeichnet wird�
Das Forecast model PN�� enth�alt f � wN�� Zeitscheiben� n�amlich die Zeitscheiben

tN�� bis tN�� " f � �� Diese Zeitscheiben werden auch als Forecast slices bezeichnet�
Das Zeitfenster PN enth�alt die w Zeitscheiben tN � � � � � tN"w��� die auch als Time

window slices bezeichnet werden�
Das aktuelle Dynamische Bayessche Netz besteht somit aus den folgenden Zeit	

scheiben�

� b Backward smoothing slices�

� w Time window slices und

� f Forecasting slices�

Beschr�ankt man die maximale Gr�o�e des Zeitfensters auf zwei Zeitscheiben �im
Zeitfenster mu� wenigstens immer eine Zeitscheibe vertreten sein�� und erlaubt so	
mit auch nur die Vergr�o�erung des Zeitfensters um eine Zeitscheibe� so l�a�t sich das
Prediction	Estimation Verfahren simulieren� wenn das Zeitfenster nicht r�uckw�arts ge	
schoben wird� Man erkennt� da� bei dHUGIN �ahnliche Probleme wie beim Prediction	
Estimation Verfahren auftreten� Jeder Teilbaum des Junction Tree enth�alt eine Clique
mit allen Interfaceknoten der zugeh�origen Zeitscheibe� Dynamische Bayessche Netze
mit einer gro�en Anzahl von Interfaceknoten oder Interfaceknoten mit einer gro�en
Hypothesenanzahl �so da� die Clique mit den Interfaceknoten aus Speicherplatzpro	
blemen und�oder Rechenzeitbedarf unhabbar gro� wird� werden mit dHUGIN nicht
ohne weiteres behandelt werden k�onnen�

����� Polynom�Rollup

Im folgenden wird der Rollup eines Dynamischen Bayesschen Netzes
mit Hilfe der Polynom	Propagierung pr�asentiert� Der Rollup mittels der
Polynom	Propagierung ist im Vergleich zu den vorhergehenden Rollup	
Verfahren nicht Zeitscheiben	 sondern Knotenorientiert� Im Gegensatz zu
den Rollup	Verfahren� die vorstehend vorgestellt werden� werden nicht gan	
ze Zeitscheiben berechnet oder aufgerollt� sondern nur gezielt die BEL	
Werte von Knoten berechnet� die f�ur den Anwender von Interesse sind�
Dazu wird f�ur einen interessierenden Knoten ein multivariates Polynom
bestimmt� das durch die Belegung seiner Variablen mit Zahlenwerten ver	
einfacht werden kann� Man hat es also mit zwei Arten des Rollups zu tun�
Der erste Rollup� da� f�ur die uninteressanten Knoten keine Polynome auf	
gestellt werden und der zweite Rollup� wenn die Polynome der interessanten
Knoten vereinfacht werden� Sind die Polynome erst einmal bestimmt� so
wird kein Inferenzverfahren f�ur Bayessche Netze mehr ben�otigt� So l�a�t
sich z�B� ein Rollup auf einem PalmPilot durchf�uhren� f�ur den sich wegen
Leistungsbeschr�ankungen bzgl� Speicherplatz und Rechenleistung keine lei	
stungsf�ahigen Inferenzverfahren f�ur Bayessche Netze implementieren lassen�

Um zun�achst ein Gesp�ur f�ur diese Art des Rollups zu entwickeln und die dahinter	
stehende Idee zu verstehen� wird dieses Rollup	Verfahren als erstes an einem Beispiel
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veranschaulicht� bei dem nur eine Zufallsvariable als Evidenz	Variable dient� dies aber
als Instanz in jeder Zeitscheibe des Bayesschen Netzes�

Beispiel ����� �Polynom�Rollup� eine Zufallsvariable�
Sei das Bayessche Netz Pr�ufungsfrage dynamisch �Zur Erinnerung ist in Abbildung ���
der Graph des Bayesschen Netzes dargestellt�� aus dem Beispiel ����� mit seinem
Graphen in Abbildung ��� und seinen zugeh�origen Wahrscheinlichkeiten in Tabelle ���
mit der entsprechenden Anpassung aus Tabelle ��� gegeben�

W�

N� S�

G� M�

Pr�ufungsfrage �

W�

G� M�

N� S�

Pr�ufungsfrage �

Abbildung ���� Polynom	Rollup� Pr�ufungsfrage dynamisch

Die ZufallsvariableWissen der jew� Antwort sei die einzige Zufallsvariable f�ur
die in den einzelnen Zeitscheiben t Evidenzen vorliegen sollen� d�h� der f�ur die Zeit	
scheibe t zuWissen der jew� Antwort geh�orige Knoten W t wird mit �Wt��� Wt���
instantiiert� Man ist nur f�ur den BEL	Wert des Knoten N t� der f�ur die Zufallsvariable
Wissensniveau des Sch�ulers in Zeitscheibe t steht� interessiert� Ist man auch an
den BEL	Werten der anderen Knoten interessiert� so geht man analog vor�

Nach der Initialisierung des Netzes ergibt sich f�ur den BEL	Wert von N 	�

BEL�N	� �

�
����
����

	
�

Nun wird der Knoten W 	 mit �W	��� W	��� instantiiert� und man erh�alt f�ur den BEL	
Wert des Knotens N 	 das folgende Ergebnis�

BEL�N	� � �

�
����� W	�� " ����� W	��

����� W	�� " ����� W	��

	
�

� �

�
����� W	�� " ����� W	��

����� W	�� " ����� W	��

	
�

�
����
����

	
�

Jetzt ist noch nicht zu erkennen� weshalb in der obigen Formel der Faktor
�
	��	
	��	

�
her	

ausfaktorisiert wird� Der Grund f�ur die Faktorisierung zeigt sich in der nachfolgenden
Rechnung� Zus�atzlich zum Knoten W 	 wird nun der Knoten W � mit �W���� W����
instantiiert� Nach dem Update des Netzes erh�alt man f�ur den BEL	Wert des Knotens
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Man erkennt� wie sich der BEL	Wert des Knotens N t in der Zeitscheibe t berechnet�
Der Polynom	Rollup sieht nun in diesem Beispiel wie folgt aus�

�� Der BEL	Wert von N 	 bestimmt sich zum Zeitpunkt � zu

BEL�N	� �

�
����
����

	
�

�� Der BEL	Wert von N t bestimmt sich f�ur t � � zum Zeitpunkt t zu

BEL�Nt� � �

�
����� Wt�� " ����� Wt��

����� Wt�� " ����� Wt��

	
� BEL�Nt����

Mit BEL�Nt��� ist der BEL	Wert von N t�� zum Zeitpunkt t� � gemeint� Zum
Zeitpunkt t ist in diesem Fall der BEL	Wert von N t�� identisch mit dem BEL	
Wert von N t�

Das gesammelte Wissen� das f�ur die nachfolgenden Zeitscheiben erforderlich ist� ist bis
zum Zeitpunkt t� � bekannt und im BEL	Wert von N t�� gespeichert�

Bsp

F�ur jeden Knoten des DynamischenBayesschenNetzes l�a�t sich ein solches Polynom
berechnen� Wie man sieht� ist die Komplexit�at des Polynoms alleine davon abh�angig�
welche Knoten parametrisiert werden� Diese Komplexit�at des Polynoms l�a�t sich da	
durch verringern� indem das Polynom faktorisiert dargestellt wird� Allerdings ist die
Faktorisierung eines Polynoms nicht immer so leicht durchzuf�uhren� wie im vorigen
Beispiel� Werden n�amlich mehrere Knoten parametrisiert� so steigt die Komplexit�at
der Polynome enorm� wie man im folgenden Beispiel ����� sehen wird�
Beim Polynom	Rollup sind zwei Arten von Knoten zu unterscheiden�

�� Die Knoten� die parametrisiert werden� d�h� f�ur die Evidenzen eingetragen werden
k�onnen�

�� Die Knoten� f�ur die die Polynome aufgestellt werden� d�h� deren BEL	Werte f�ur
den Anwender von Interesse sind�
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Ein Knoten kann zu beiden Arten gleichzeitig z�ahlen� d�h� er wird parametrisiert und
sein BEL	Wert ist f�ur den Anwender interessant� Ebenso kann ein Knoten des Dyna	
mischen Bayesschen Netzes zu keiner von beiden Arten z�ahlen� d�h� f�ur ihn wird weder
ein Polynom berechnet noch werden Evidenzen f�ur ihn eingetragen�

Mittels des Polynom	Rollups werden nur noch die BEL	Werte von interessanten
Knoten berechnet� Hier werden somit schon die uninteressanten Knoten aufgerollt� Die
Polynome f�ur die interessanten Knoten werden faktorisiert �Dies ist nur notwendig� um
Speicherplatz zu sparen oder um Regelm�a�igkeiten festzustellen��� Ein Polynom eines
Knotens wird aufgerollt� indem die Variablen des Polynoms mit Zahlenwerten belegt
werden� Dadurch fallen diese Variablen aus dem Polynom heraus� und das Polynom
kann vereinfacht werden� Dabei k�onnen Variablen neuerer Zeitscheiben auch schon
vor Variablen �alterer Zeitscheiben mit Zahlenwerten belegt werden� D�h� eine neuere
Zeitscheibe wird vor einer �alteren Zeitscheibe aufgerollt� Betrachten wir aber den Fall�
da� immer nur zwei Zeitscheiben repr�asentiert sein sollen� so sieht der Rollup f�ur das
Polynom eines Knotens K wie folgt aus�

� Das Polynom besteht aus drei Faktoren� Der erste Faktor ist konstant und enth�alt
das gesammelte Wissen der Vorg�angerzeitscheiben� die bis jetzt aufgerollt wur	
den� Der zweite Faktor steht f�ur die Zeitscheibe t� �� der dritte Faktor f�ur die
Zeitscheibe t� Die Variablen im Faktor f�ur die Zeitscheibe t�� werdenmit Zahlen	
werten �Je nachdem welche Hypothesen instantiiert werden�� belegt� Der Faktor
wird konstant� Der erste und der zweite Faktor werden zusammen multipliziert�
Es liegen jetzt nur noch zwei Faktoren des Polynoms vor�

� Es wird ein Faktor f�ur die Zeitscheibe t"� bestimmt� der dem Polynom als Faktor
angeh�angt wird�

Die Bestimmung des Faktors f�ur die Zeitscheibe t " � ist leider nicht so einfach und
wird im folgenden Abschnitt besprochen�

Jetzt noch ein Beispiel dazu� wie die Komplexit�at der Polynome steigt� wenn meh	
rere Knoten parametrisiert werden�

Beispiel ����� �Polynom�Rollup� zwei Zufallsvariablen�
Sei nun wiederum das Bayessche Netz Pr�ufungsfrage dynamisch aus dem Beispiel �����
mit seinem Graphen in Abbildung ��� und den zugeh�origen Wahrscheinlichkeiten in
Tabelle ��� und der entsprechenden Anpassung aus Tabelle ��� gegeben�

Neben der Zufallsvariablen Wissen der jew� Antwort sollen nun auch f�ur die
Zufallsvariable Schwierigkeit der jew� Frage Evidenzen vorliegen� d�h� der f�ur die
Zeitscheibe t zu Wissen der jew� Antwort geh�orige Knoten W t wird mit �Wt���
Wt��� und der f�ur die Zeitscheibe t zu Schwierigkeit der jew� Frage geh�orige
Knoten S t wird mit �St��� St��� St��� instantiiert� Man ist ebenfalls nur f�ur den BEL	
Wert des Knoten N t� der f�ur die Zufallsvariable Wissensniveau des Sch�ulers in
Zeitscheibe t steht� interessiert�

Nach der Initialisierung des Netzes ergibt sich f�ur den BEL	Wert von N 	�

BEL�N	� �

�
����
����

	
�
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Nun wird der Knoten W 	 mit �W	��� W	��� und der Knoten S 	 mit �S	��� S	��� S	���
instantiiert� und man erh�alt f�ur den BEL	Wert des Knotens N 	�
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Aus bekannten Gr�unden wird in der obigen Formel der Faktor
�
	��	
	��	

�
herausfaktorisiert�

Zus�atzlich zu den Knoten W 	 und S 	 werden nun die Knoten W � bzw� S � mit �W����
W���� bzw� �S���� S���� S���� instantiiert� Nach dem Update des Netzes erh�alt man f�ur
den BEL	Wert des Knotens N � �Die nicht faktorisierte Darstellung� die fast �uber eine
ganze Seite geht� ist in B���� zu sehen���
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Man erkennt� wie sich der BEL	Wert des Knotens N t in der Zeitscheibe t berechnet�
Der Polynom	Rollup sieht in diesem Beispiel nun wie folgt aus�

�� Der BEL	Wert von N 	 bestimmt sich zum Zeitpunkt � zu

BEL�N	� �

�
����
����

	
�



���� Algorithmen ��

�� Der BEL	Wert von N t bestimmt sich f�ur t � � zum Zeitpunkt t zu
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CCCCCCA � BEL�Nt����

Mit BEL�Nt��� ist der BEL	Wert von N t�� zum Zeitpunkt t� � gemeint� Zum
Zeitpunkt t ist in diesem Fall der BEL	Wert von N t�� identisch mit dem BEL	
Wert von N t�

Es ist also das gesammelte Wissen� das f�ur die nachfolgenden Zeitscheiben erforderlich
ist� bis zum Zeitpunkt t� � bekannt und im BEL	Wert von N t�� gespeichert� Wie in
diesem Beispiel zu erkennen war� ist die Komplexit�at von den beteiligten Knoten �und
hier die Anzahl der Hypothesen eines Knotens� abh�angig�

Bsp

Die Komplexit�at dieses Verfahrens ist im Ende� d�h� wenn die Polynome vorliegen�
von der Anzahl der parametrisierten Knoten und ihren Hypothesen abh�angig� Die
Komplexit�at bei der Bestimmung der Polynome ist abh�angig vom Inferenzverfahren�
das eingesetzt wird�

����� Shafer�Shenoy Skripte

Im folgenden wird der Rollup eines Dynamischen Bayesschen Netzes mit
Hilfe von Shafer	Shenoy Skripten pr�asentiert� Die Shafer	Shenoy Skripte
dienen dazu� die Faktorisierung eines Polynoms� wie es in der Polynom	
Propagierung berechnet wird� einfacher bestimmen zu k�onnen� Es wird
beispielhaft vorgef�uhrt� wie ein faktorisiertes Polynom direkt aus einem
Shafer	Shenoy Skript bestimmt werden kann�

Der Rollup basiert auf der Struktur des zugeh�origen Junction Trees T des Bayesschen
Netzes BN � das aufgerollt werden soll� F�ur jeden Knoten einer Zeitscheibe wird ein
Shafer	Shenoy Skript berechnet� Wird nun eine Zeitscheibe abgeschlossen� so werden
die Shafer	Shenoy Skripte der Knoten dieser Zeitscheibe gel�oscht� Bei den Shafer	
Shenoy Skripten der Knoten einer neuen Zeitscheibe erkennt man� da� sie auf den Be	
rechnungen f�ur die Shafer	Shenoy Skripte der Knoten der alten Zeitscheiben aufbauen�
Diese Berechnungen werden �recycled�� Somit erfolgt der Rollup ohne Informations	
verlust�
Dieser Rollup wird nun an einem Beispielnetz veranschaulicht� das auch schon beim

Polynom	Rollup herangezogen wurde�

Beispiel ����� �Shafer�Shenoy Skripte�
Sei nun das Bayes$sche Netz Pr�ufungsfrage dynamisch aus dem Beispiel ����� mit seinem
Graphen in Abbildung ��� und seinen zugeh�origen Wahrscheinlichkeiten in Tabelle ���
mit der entsprechenden Anpassung aus Tabelle ��� gegeben�
Der zugeh�orige Junction Tree ist in Abbildung ���� dargestellt� Die Shafer	Shenoy
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Abbildung ����� Rollup� Shafer	Shenoy Skripte� Junction Tree zu Beispielnetz
Pr�ufungsfrage dynamisch

Skripte der Zeitscheibe � bestimmen sich ohne Ber�ucksichtigung der Zeitscheibe � zu�
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Ohne die Ber�ucksichtigung der Zeitscheibe � bestimmen sich die Shafer	Shenoy
Skripte der Zeitscheibe � zu�
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Der Wert von T��Clq�� in den vorstehenden Formeln ist ohne die Ber�ucksichtigung der
Zeitscheibe �� W�urde die Tabelle T��Clq�� die Informationen aus Zeitscheibe � mit	
ber�ucksichtigen� so h�atte man TClq��Clq� schreiben m�ussen anstatt T��Clq��� TClq��Clq�
bezeichnet die Informationen� die von Zeitscheibe � zu Zeitscheibe � �ie�en�
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F�ur die Bestimmung von T��Clq�� bis T��Clq
� in der Zeitscheibe � wird nur noch
T��Clq�� aus der Zeitscheibe � ben�otigt�
Ist man an der neuen Einsch�atzung der Cliquen der Zeitscheibe � interessiert� so

bestimmen sich die Shafer	Shenoy Skripte der Cliquen der Zeitscheibe � zu�
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In den vorstehenden Formeln bezeichnet TClq��Clq� die Informationen� die von Zeit	
scheibe � zu Zeitscheibe � �ie�en� Bsp

Mit den Shafer	Shenoy	Skripten l�a�t sich sowohl ein zielgerichteter Rollup als auch
eine Neuinterpretation von Cliquen in alten Zeitscheiben durchf�uhren� Beim �norma	
len� Rollup kann eine Zeitscheibe nur aufgerollt werden� wenn keine Vorg�angerzeitschei	
be existiert �schon aufgerollt wurde� und alle der Zeitscheibe zugeordneten Cliquen f�ur
den Benutzer nicht mehr von Interesse sind� Existiert noch eine Vorg�angerzeitscheibe
oder eine Clique� die noch ben�otigt wird� so ist kein Rollup m�oglich� Beim zielge	
richteten Rollup werden nun keine ganzen Zeitscheiben mehr abgeschnitten� sondern
nur noch die Berechnungsvorschriften f�ur Cliquen� die f�ur den Benutzer ohne Interesse
sind� Ist man sogar nur an gewissen Knoten in einer Clique interessiert� so l�a�t sich
die Berechnungsvorschrift im allgemeinen weiter k�urzer�
Im folgenden werden jetzt die Vorz�uge des Polynom	Rollups mit den Vorz�ugen des

Shafer	Shenoy	Skripte	Rollups verbunden�
Beim Polynom	Rollup ist ein gro�es Problem die faktorisierte Darstellung der Po	

lynome� Im Beispiel waren die Zahlenwerte in den Polynomen exakt� Dies kann im
allgemeinen nicht vorausgesetzt werden� Dementsprechend lassen sich die Polynome
nicht immer richtig faktorisiert darstellen�
Durch die Shafer	Shenoy Skripte wird zuerst die Faktorisierung f�ur einen Knoten

bestimmt und dann das faktorisierte Polynom berechnet� Dies wird nun im folgenden
Beispiel vorgef�uhrt�

Beispiel ����
 �faktorisierte Shafer�Shenoy Skripte�
Zu Vergleichszwecken wird wieder dasselbe Beispielnetz wie im vorigen Beispiel heran	
gezogen� Sei nun das Bayes$sche Netz Pr�ufungsfrage dynamisch aus dem Beispiel �����
mit seinem Graphen in Abbildung ��� und seinen zugeh�origen Wahrscheinlichkeiten in
Tabelle ��� mit der entsprechenden Anpassung aus Tabelle ��� gegeben� Der zugeh�orige
Junction Tree ist in Abbildung ���� dargestellt�
Nach der Initialisierung des Netzes ergibt sich f�ur den BEL	Wert von N 	�
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Nun wird der Knoten W 	 mit �W	���W	��� � T�nding�W�� und der Knoten S 	 mit
�S	��� S	��� S	��� � T�nding�S�� instantiiert� und man erh�alt f�ur den BEL	Wert des Kno	
tens N 	�
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Wie man im Verlauf der Rechnung gesehen hat� wurde die Faktorisierung direkt
bestimmt�
Zus�atzlich zu den Knoten W 	 und S 	 werden nun die Knoten W � und S � mit

�W����W���� bzw� �S���� S���� S���� instantiiert� Nach dem Update des Netzes erh�alt
man f�ur den BEL	Wert des Knotens N ��
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����� Approximativer Rollup

Wie man bei den vorigen Rollup	Verfahren gesehen hat� kann die Re	
pr�asentation eines Zustandsraumes �der BEL	Wert �uber allen relevanten
Knoten der Zeitscheibe� aus Speicherplatzproblemen und�oder Rechenzeit	
beschr�ankungen unm�oglich werden� da er ohne Informationsverlust nicht
faktorisiert dargestellt werden kann� Beim approximativen Rollup wird
dieser Informationsverlust hingenommen und der genaue BEL	Wert durch
einen approximativen BEL	Wert angen�ahert� indem der genaue BEL	Wert
faktorisiert wird und als approximativer BEL	Wert kompakter gespeichert
werden kann� Genauer gesagt� der approximative BEL	Wert wird direkt
ausgerechnet� ohne da� der genaue BEL	Wert ben�otigt wird� Bei einer ge	
eigneten Wahl der Approximation des BEL	Wertes akkumuliert sich der
Fehler �uber die Zeit nicht�

Im folgenden wird nun der approximative Rollup vorgestellt� wie er in 
Boyen �
Koller ��a� oder 
Boyen � Koller ��� beschrieben wird� Die Schreibweise� die in den
beiden Artikeln benutzt wird� wurde dabei an die Schreibweise dieser Arbeit angepa�t�
Die Menge der Dynamischen Knoten der Zeitscheibe t ist die Menge Dt �� fV � V �

pa�V�t " ���g �In 
Boyen � Koller ��a� wird die Menge der Zufallsvariablen� die mit
den Dynamischen Knoten assoziiert sind� als die kanonische Menge der Zufallsvariablen
bezeichnet��� Die Menge der Dynamischen Knoten ist also die Menge der Knoten� die
Elternknoten eines Knotens der darau�olgenden Zeitscheibe sind� Ein Dynamisches
Bayessches Netz� das aus zwei Zeitscheiben besteht� ist in kanonischer Form� wenn
zum Zeitpunkt t"� in der Zeitscheibe t nur noch die Menge der Dynamischen Knoten
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vorhanden sind� Die Menge der Dynamischen Knoten wird in disjunkte Teilmengen
K��t� � � � �KL�t partitioniert� d�h� %��K��t � Dt� Zus�atzlich mu� die Partition die folgende
Forderung erf�ullen� Keine disjunkte TeilmengeK��t �� 	 � 	 L� darf durch eine andere
TeilmengeK���t �� 	 �� 	 L� �� �� �� innerhalb derselben Zeitscheibe t beein�u�t werden�
d�h�� wenn U � K��t in der Zeitscheibe t� dann kann U keinen Vorg�angerknoten V in
der Zeitscheibe t besitzen mit V � K���t� K��t �� K���t�
Als erstes wird nun ein Junction Tree konstruiert� in dem f�ur jedes �� � 	 � 	 L�

einige Cliquen des Junction Trees die Partitionen von Dt und einige Cliquen des Junc	
tion Trees die Partitionen von Dt�� enthalten� Es wird die Evidenz Et�� eingetragen
und dann eine Propagierung auf dem Junction Tree durchgef�uhrt� Aus den entspre	
chenden Cliquen k�onnen nun die Werte f�ur die Zufallsvariablen der Zeitscheibe t" ��
die mit den Partitionen assoziiert sind� herausgezogen werden�
Weitere Einsparungen k�onnen erzielt werden� wenn immer dasselbe Schema zur In	

stantiierung einer Zeitscheibe herangezogen und immer diesselbe Approximation vor	
genommen wird� Dann ist es m�oglich� die Struktur des Junction Trees vorauszuberech	
nen� und die Knoten des Dynamischen Bayesschen Netzes den entsprechenden Cliquen
des Junction Trees zuzuordnen� Dieses resultiert in einer Vorlage eines Junction Trees�
die als Ausgangspunkt f�ur jede Propagierung herangezogen werden kann�
Das Vorgehen beim approximativen Rollup kann man nun wie folgt zusammenfas	

sen�

� Eingabe�

�� zwei Zeitscheiben eines Dynamischen Bayesschen Netzes in kanonischer
Form

�� eine Partition der Dynamischen Knoten D �� �L���K�

�� ein approximativer BEL	Wert�BEL�D	� als Initialisierung

�� eine Reihe von Evidenzen E��E��E�� � � �

� Ausgabe� Eine Reihe approximativer BEL	Werte

�BEL�D����BEL�D����BEL�D��� � � �

� Vorgehen�

�� Konstruktion eines Junction Trees f�ur das gegebene Dynamische Bayessche
Netz aus zwei Zeitscheiben� Jedes K��t und K��t�� mu� wenigstens in einer
Clique des Junction Trees vollst�andig enthalten sein�

�� Initialisiere jeden Cliquen	Faktor mit der konstanten Funktion � ��

�� Ordne jeden Knoten des Dynamischen Bayesschen Netzes einer Clique des
Junction Trees zu� Sei T 	 die daraus resultierende �unkalibrierte� �Vorlage
eines Junction Trees��

�� F�ur t � �� �� �� � � � �

�a� Lege eine Kopie T des Junction Trees T 	 an� auf der gearbeitet wird�

Erzeuge�BEL�Dt��� als neuen approximativen BEL	Wert� der noch
nicht belegt ist�
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�b� Trage jeden Faktor BEL�K��t� von�BEL�Dt� in die entsprechende Cli	
que des Junction Trees T ein�

�c� Trage die Evidenz Et�� im Junction Tree T ein�

�d� Kalibriere die Cliquen des Junction Trees T zueinander� d�h� f�uhre
auf dem Junction Tree T eine Propagierung durch�

�e� F�ur jedes � berechne BEL�K��t��� auf dem Junction Tree T und spei	

chere es im approximativen BEL	Wert�BEL�Dt����

�f� L�osche den Junction Tree T und gebe den approximativen BEL	Wert
�BEL�Dt��� aus�

Um dieses Verfahren auf einem bestimmten Dynamischen Bayesschen Netz anwen	
den zu k�onnen� mu� eine Partition f�ur die Dynamischen Knoten bestimmt werden�
Dabei ist zu beachten� da� kleine Partitionen mit einer geringen Anzahl von Knoten
eine schnellere Propagierung erm�oglichen� Jedoch m�ussen die Partitionen gro� genug
sein� damit keine Kanten zwischen Partitionen innerhalb einer Zeitscheibe vorhanden
sind� Weiterhin mu� beachtet werden� wenn die Partitionen klein gew�ahlt werden� da�
der Fehler gr�o�er ist durch die Annahme� da� die Partitionen unabh�angig voneinan	
der sind� Hat man insbesondere zwei �Mengen von� Knoten� die sich untereinander
stark beein�ussen� so ist es sehr wahrscheinlich eine schlechte Idee diese beiden in zwei
verschiedene Partitionen aufzuteilen�

In 
Boyen � Koller ��a� wird informal argumentiert� da� der Fehler durch die Ap	
proximation des BEL	Wertes der Dynamischen Knoten gering ist� wenn die Interaktion
zwischen den Partitionen der Variablen gering ist� Dieses wird in 
Boyen � Koller ���

genauer ausgef�uhrt� Hier werden informationstheoretische De�nitionen f�ur die Begrif	
fe schwache Interaktion und sp�arliche Interaktion eingef�uhrt� um die Bedingungen zu
analysieren� unter denen der Fehler durch die Approximation des BEL	Wertes der Dy	
namischen Knoten klein ist� Wie in 
Boyen � Koller ��b� bewiesen wird� schaukelt sich
der Fehler �uber die Zeit nicht auf� d�h� er ist beschr�ankt� Allerdings ist die Schranke
f�ur den Fehler nicht bekannt�

Bei Dynamischen Bayesschen Netzen� bei denen zu jedem Zeitpunkt schon im Vor	
aus bekannt ist� welches Schema zu welchem Zeitpunkt als Zeitscheibe instantiiert
wird� wird ein kleiner Fehler� der zudem noch beschr�ankt ist� keine gro�en Auswirkun	
gen auf das Dynamische Bayessche Netz haben� Hingegen sieht dies bei Dynamischen
Bayesschen Netzen anders aus� bei denen erst bei der Instantiierung einer Zeitscheibe
entschieden wird� welches Schema zu verwenden ist� Zum Beispiel wird aufgrund der
BEL	Werte bestimmter Knoten�	mengen� bei Ready	Netzen in der Dialogsteuerung
entschieden� welches Schema bei der Instantiierung einer Zeitscheibe zu tragen kommt
�siehe 
Sch�afer ��
 Weis ����� Je nachdem wie sensibel die Dialogsteuerung ist� kann
schon ein kleiner Fehler die Dialogentwicklung in eine andere Richtung lenken� Die Dia	
logentwicklung kann aber auch in die andere Richtung gehen� wenn schon im exakten
Fall eine knappe Entscheidung getro�en wird� die im approximativen Fall umschwenkt�
Hier wird bewu�t von �andere Richtung� und nicht von �falscher Richtung� geschrie	
ben� Man mu� sich eben klar machen� da� man durch eine Approximation nicht mehr
dieselben Ergebnisse erh�alt� Frei nach dem Motto� �It�s not a bug� it�s a feature�	
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��� Vergleich der Algorithmen

Im folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften der Rollup	Verfahren
kurz zusammengefa�t� In einer Tabelle sind dazu die Vor	 und Nachteile
der verschiedenen Verfahren und ihre Anwendbarkeit aufgelistet�

Die drei Verfahren Knotenabsorption� Prediction	Estimation und dHUGIN ben�oti	
gen beim Rollup den aktuellen BEL	Wert der Zeitscheibe� die aufgerollt werden soll�
In diesem BEL	Wert ist das gesamte Wissen enthalten� das f�ur die folgende Zeitscheibe
notwendig ist� um eine genaue Inferenz durchf�uhren zu k�onnen� Dieser BEL	Wert kann
leider nicht faktorisiert dargestellt werden� Dies kann bei sehr komplexen Dynamischen
Bayesschen Netzen zu Problemen bei der Berechnung und Speicherung des BEL	Wertes
f�uhren�
Bei der Polynom	Propagierung und den Shafer	Shenoy Skripten wird der BEL	

Wert des gesamten Netzes nicht explizit ben�otigt� F�ur einen Knoten ist nur ein Teil
des BEL	Wertes der Zeitscheibe interessant und notwendig�
Beim approximativen Rollup wird der BEL	Wert einer Zeitscheibe faktorisiert� Da	

durch entsteht ein Fehler� der aber bei einer geeigneten Faktorisierung eine unbekannte
Fehlerschranke nicht �uberschreitet�
In Tabelle ��� sind die Vor	 und Nachteile der verschiedenen Verfahren und ihre

Anwendbarkeit aufgelistet�
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Tabelle ���� Vergleich der Rollup	Verfahren
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Kapitel �

Ready�Netze

Im Projekt Ready� �siehe 
Wahlster et al� ��
 Jameson et al� ���� wird
ein Dialogsystem entwickelt� das seine Dialogbeitr�age an die Ressourcen
des Benutzers �wie z�B� dessen verf�ugbare Arbeitsged�achtniskapazit�at� ad	
aptiert� F�ur die Modellierung werden Dynamische Bayessche Netze mit
besonderen Modellierungseigenschaften verwendet� die als Ready	Netze
bezeichnet werden�
Im folgenden wird �uberpr�uft� wie sich die Rollup	Verfahren aus dem

Kapitel � auf die Ready	Netze anwenden lassen� Dazu werden die Beson	
derheiten eingef�uhrt und erl�autert� die die Ready	Netze gegen�uber Stan	
dard Dynamischen Bayesschen Netzen besitzen� Wie man sehen wird� ver	
hindern diese Besonderheiten die direkte Anwendung der Rollup	Verfahren
aus Kapitel �� Es wird gezeigt� wie die Ready	Netze in Standard Dynami	
sche Bayessche Netze umgewandelt werden k�onnen� und somit wieder eine
direkte Anwendung der Rollup	Verfahren m�oglich ist�

In Ready	Netzen werden gegen�uber Standard Dynamischen Bayesschen Netzen
zus�atzlich zu den dynamischen Knoten in Dynamischen Bayesschen Netzen weitere
Knoten unterschieden und eingef�uhrt� Wie in Dynamischen Bayesschen Netzen mo	
dellieren Dynamische Knoten in Ready	Netzen Sachverhalte� die sich �uber die Zeit
entwickeln� Unver�anderliche Sachverhalte werden durch statische Knoten repr�asentiert�
Statische Knoten beein�ussen mehrere Zeitscheiben� ohne da� sie einer gewissen Zeit	
scheibe zugeordnet sind� Knoten� die Sachverhalten entsprechen� die nur innerhalb
einer Zeitscheibe existieren� werden tempor�are Knoten genannt�
Zus�atzlich werden f�ur die Modellierung von Ready	Netzen �siehe 
Sch�afer � Wey	

rath ���� einige Besonderheiten� eingef�uhrt� um gewisse Sachzusammenh�ange f�ur den
Anwender in der Darstellung und f�ur den Entwickler in der Modellierung von Bayes	
schen Netze zu vereinfachen� Dabei werden bestimmte Schemata zu einem Doppel�
schema zusammengefa�t� wie zum Beispiel die Schemata Frage und Antwort zum Dop	
pelschema Frage�Antwort zusammengefa�t werden� so da� direkt das Schema Frage�

Antwort instantiiert werden kann� da man nach einer Frage eine Antwort� erwarten
kann� Dazu m�ussen dann nicht nacheinander zuerst das Schema Frage und dann das

�
Ready ist das Akronym f�ur Ressourcenadaptives Dialogsystem

�Auf diese Besonderheiten wird in der bisherigen Literatur noch nicht hingewiesen�
�Keine Antwort ist auch eine�
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Schema Antwort instantiiert werden� Auf diese Weise werden Sinneinheiten gebildet
und das Dynamische Bayessche Netz weiter gegliedert� Eine weitere Sinneinheit ist
zum Beispiel das Doppelschema Instruktion�Handlung� da nach einer Anweisung eine
Ausf�uhrung� erfolgt�
Bei der Instantiierung von Zeitscheiben werden in Ready nicht immer alle Teile

eines Schemas erzeugt� sondern so lange mit der Instantiierung gewartet� bis sie wirklich
ben�otigt werden� Dann kommt es zu einer Nachinstantiierung von Netzstrukturen�
Findet eine Nachinstantiierung nicht statt� so bleibt das zu l�osende Netz kleiner� Die
folgenden Besonderheiten der Ready	Netze wie

� Doppelschemata und im allgemeinen zeitscheiben�uberspringende Kanten�

� Statische Knoten und

� die Nachinstantiierung von Netzstrukturen

sind problematisch beim Aufrollen der Netze� wie es sich in den nachfolgenden Be	
trachtungen zeigen wird� In den folgenden Abschnitten werden die verschiedenen �Er	
leichterungen� anhand eines generischen Schemas und eines Beispieles vorgestellt� die
aus den Erleichterungen resultierenden Schwierigkeiten f�ur den Rollup diskutiert und
abschlie�end gezeigt� welche Umformungen get�atigt werden m�ussen� damit wieder ein
Rollup mit den Mitteln aus Kapitel � m�oglich ist�
Im Kapitel � haben wir gesehen� da� es ausreicht immer nur maximal zwei Zeit	

scheiben des DBNs in Bearbeitung zu haben� Die Ready	Netze werden jetzt auf dieses
Vorgehen hin gepr�uft�

��� Problembehandlung

In den folgenden Abschnitten wird jede der oben aufgef�uhrten Beson	
derheiten der Ready	Netze isoliert f�ur sich betrachtet und bzgl� des Rol	
lups eine L�osung vorgestellt� Dazu wird mittels generischer Schemata die
jeweilige Besonderheit der Ready	Netze eingef�uhrt und erkl�art� Auf die	
sen generischen Schemata wird gezeigt� welche Probleme auftreten w�urden�
wenn ein unangepa�tes Ready	Netze aufgerollt werden w�urde� Dann wird
das unaufgerollte generische Schema so abgewandelt� da� die Besonderheit
des Ready	Netzes verschwindet� und wieder ein Rollup mit den Mitteln
aus Kapitel � m�oglich ist�
Ein anschlie�endes Beispiel mit einem Dynamischen Bayesschen Netz�

bei dem die behandelte Besonderheit herausgearbeitet wurde� veranschau	
licht dabei die Problemstellung und ihre L�osung weiter�

In diesem Abschnitt wird das Problem des Rollups an einem Beispiel f�ur ein Dy	
namisches Bayessches Netze gel�ost� das die gleiche Struktur wie die Ready	Netze hat
aber wesentlich kleiner ist� Somit wird das Augenmerk ganz auf die jeweilige Problem	
stellung gelenkt�
Die Besonderheiten der Ready	Netze wie zum Beispiel Statische Knoten� zeit�

scheiben�uberspringende Kanten oder Doppelzeitscheiben� die den Rollup	Verfahren aus

�Keine Ausf�uhrung ist ��� �dito�
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Kapitel � Schwierigkeiten bereiten� werden im folgenden in Situationen aufsteigender
Komplexit�at bez�uglich dieser Besonderheiten vorgestellt� Ziel ist es� Umformungen
vorzunehmen� die die verschiedenen Besonderheiten in ein Dynamisches Bayessches
Netz �ubersetzen� das den Spezi�kationen aus Kapitel � entspricht�
Dazu wird zuerst das entsprechende Problem umfassend vorgestellt� und dann am

angepa�ten Beispielnetz verdeutlicht�
Im folgenden Abschnitt wird nun das Problem von zeitscheiben�uberspringenden

Kanten angegangen�

����� Zeitscheiben�uberspringende Kanten

Allgemeines Problem

Im folgenden wird beschrieben� wie zeitscheiben�uberspringende Kan	
ten entstehen k�onnen und warum sie ein Problem f�ur Dynamische Bayes	
sche Netze und insbesondere f�ur die Rollup	Verfahren aus Kapitel � dar	
stellen� Man wird sehen� da� sich die Rollup	Verfahren aus Kapitel �
nicht auf das Dynamische Bayessche Netz anwenden lassen� wenn zeit	
scheiben�uberspringende Kanten vorkommen� Desweiteren wird gezeigt�
wie sich das Problem der zeitscheiben�uberspringenden Kanten durch das
Einf�ugen von bestimmten Knoten an entsprechenden Stellen der zeitschei	
ben�uberspringenden Kanten l�osen l�a�t und die Rollup	Verfahren dadurch
wieder anwendbar sind�

Es sei ein Dynamisches Bayessches Netz DBN zum Zeitpunkt t � a � � gegeben�
das nicht aufgerollt wird� Als Zeitscheibe t� a werde jetzt das Schema A instantiiert�
Bis zum Zeitpunkt t � � werden dann sukzessive die einzelnen Zeitscheiben erzeugt�
F�ur die Zeitscheiben kommen dabei verschiedene Schemata zum Tragen� Zu jedem
Zeitpunkt h �� 	 h 	 t � �� seien die Schemata des Dynamischen Bayesschen Netzes
so instantiiert� da� das jeweilige Zustandsentwicklungsmodell der Zeitscheibe h nur
von der vorhergehenden Zeitscheibe h � � bestimmt ist� Dieses wird im generischen
Schema durch die gerichteten Kanten� die durch einen Kasten gehen� angedeutet� Die
Zeitscheiben erf�ullen somit die Markov	Eigenschaft f�ur Dynamische Bayessche Netze�
In Abbildung ����a� ist ein Schnappschu� des resultierenden Dynamischen Bayes	

schen Netzes zum Zeitpunkt t� � zu sehen� Es werden die Zeitscheiben t� a bis t� �
mit den dazwischenliegenden Zustandsentwicklungsmodellen schematisch dargestellt�
Die Zeitscheiben bis vor dem Zeitpunkt t � a sind ausgeblendet� da sie nichts zum
Sachverhalt beitragen� Zum Zeitpunkt t�a sei das SchemaA zum letzten Mal instan	
tiiert worden �Dies ist wichtig f�ur die Instantiierung der Zeitscheibe t��� Danach seien
bis zum Zeitpunkt t � � nur noch Schemata B �� A �B � fS j S ist ein Schemag� als
Zeitscheiben eingef�ugt worden� Exemplarisch sind die Schemata B und C angegeben�
wobei die Schemata B und C auch identisch sein k�onnen� Zum Zeitpunkt t� � besteht
das Dynamische Bayessche Netz somit aus t Zeitscheiben�
Zum Zeitpunkt t wird nun ein Schema als Zeitscheibe t instantiiert� das ab dem

Zeitpunkt t � a nicht mehr instantiiert wurde� Dieses Schema wird in Abbildung
����b� mit D bezeichnet� Im Schema D ist ein Knoten enthalten� der eine Zufallsvaria	
ble repr�asentiert� die auch oder nur von einer Zufallsvariablen beein�u�t wird� deren
entsprechender Knoten im Schema A enthalten ist� Die Schemata A und D k�onnen
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XA

Zeitscheibe t� a

�t � a � ��

Schema A

Zeitscheibe t� �

XB

Schema B

Zeitscheibe t � �

XC

Schema C

� � �

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Das letzte Schema A wurde zum Zeitpunkt t� a instantiiert� Es
existieren noch keine zeitscheiben�uberspringenden Kanten�

XA

Zeitscheibe t� a

�t � a � ��

Schema A

Zeitscheibe t � � Zeitscheibe t

Zustandsentwicklungsmodell

XB

Schema B

Zeitscheibe t� �

XC

Schema C

f�ur XD

XD

Schema D

� � �

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Das Schema D wird instantiiert� Dadurch werden Kanten von Zeit�
scheibe t� a zu Zeitscheibe t induziert�

Abbildung ���� Zeitscheiben�uberspringende Kanten� Im Vorg�angerschema sind nicht
alle Zufallsvariablen enthalten� von denen das neu instantiierte Schema abh�angig ist�

dabei identisch sein� Das Zustandsentwicklungsmodell f�ur XD zum Zeitpunkt t ist
nicht mehr nur von der Zeitscheibe t� � abh�angig� sondern auch von der Zeitscheibe
t � a� in der das Schema A als Zeitscheibe instantiiert wurde� Es wird eine zeitschei�
ben�uberspringende Kante von der Zeitscheibe t � a zur Zeitscheibe t induziert� Dies
ist in der Abbildung ����b� durch einen gerichteten Pfeil von Zeitscheibe t� a zu Zeit	
scheibe t dargestellt� Die Zustandsentwicklungsmodelle und die Schemata dazwischen
�andern sich dabei nicht�

Werden keine Zeitscheiben aufgerollt� so mu� zwar der Junction Tree des Dynami	
schen Bayesschen Netzes vollst�andig neu berechnet werden �Dieses erkennt man z�B� an
den Triangulationskanten in den Abbildungen ����a� und �b�� Wie man erkennen kann�
werden Knoten aus der Zeitscheibe t durch Kanten mit Knoten aus den Zeitscheiben
t�� und t�� verbunden� Dadurch �andern sich z�B� die Cliquen in den entsprechenden
Teilb�aumen��� es ergeben sich aber keine weiteren Probleme �vorausgesetzt� da� sich
das Dynamische Bayessche Netz noch auswerten l�a�t bzgl� Speicherplatzverbrauch und
Rechenzeitbedarf���

Probleme treten allerdings auf� wenn ein Rollup immer dann ausgef�uhrt wird� wenn
eine neue Zeitscheibe etabliert wurde �siehe Kapitel ��� In Abbildung ����a� ist das
Dynamische Bayessche Netz zum Zeitpunkt t� � zu sehen� bevor die Zeitscheibe t� �
aufgerollt wird� Bis zum Zeitpunkt t � � wurden die Zeitscheiben h �� 	 h � t � ��
jeweils dann aufgerollt� wenn die neue Zeitscheibe h " � etabliert war� Zu jedem
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Zeitscheibe t � �

XB

Schema B

Zeitscheibe t� �

XC

Schema C

�a� DBN mit Rollup zum Zeitpunkt t��� Nur das Schema B und das Schema C sind als Zeitscheibe
t� � bzw� Zeitscheibe t� � vorhanden�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

XC

Schema C

XD

Schema D

�b� DBN mit Rollup zum Zeitpunkt t� Das Schema D wird instantiiert� Es k�onnen keine zeit�
scheiben�uberspringende Kanten induziert werden� Das Zustandsentwicklungsmodell f�ur XD f�allt
kleiner aus als in Abbildung ����b��

Abbildung ���� Zeitscheiben�uberspringende Kanten mit Rollup ohne Korrektur� Es
werden nicht mehr alle Abh�angigkeiten ber�ucksichtigt�

Zeitpunkt h �� 	 h 	 t � �� waren somit immer maximal zwei Zeitscheiben des
Dynamischen Bayesschen Netzes pr�asent�
Wird nun zum Zeitpunkt t das Schema D als Zeitscheibe t instantiiert� so l�a�t sich

die Abh�angigkeit von Zeitscheibe t�a� in der das SchemaA instantiiert war� nicht mehr
modellieren� In Abbildung ����a� und �b� sind die aufgerollten Zeitscheiben gestrichelt
eingezeichnet�
In Abbildung ����b� erkennt man zus�atzlich� da� die zeitscheiben�uberspringende

Kante nicht etabliert werden konnte� Insbesondere wird die Abh�angigkeit der Zeit	
scheibe t von der Zeitscheibe t� a nicht mehr modelliert�

Zeitscheibe t � � Zeitscheibe t

XB

Schema B

Zeitscheibe t� �

XC

Schema C

XD

Schema D

� � �XA

Zeitscheibe t� a

�t � a � ��

Schema A

Abbildung ���� Zeitscheiben�uberspringende Kanten mit Korrektur� Die verschiedenen
Modelle werden um Zwischenknoten erweitert� so da� eine zeitscheiben�uberspringende
Kante in den Zeitscheiben zu liegen kommt�

Damit ein Rollup mit den Mitteln aus Kapitel � m�oglich ist� mu� also eine m�ogliche
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Beein�ussung einer Zeitscheibe auf eine nachfolgende Zeitscheibe durch alle Zeitschei	
ben� die zwischen den beiden Zeitscheiben liegen� durchgereicht werden� In Abbildung
��� ist dargestellt� da� sich die Schemata f�ur die Zeitscheiben und die Zustandsentwick	
lungsmodelle zwischen den Zeitscheiben erweitern� Man sieht� da� temporale Kanten
hinzukommen� Es existiere zum Beispiel vom Knoten Z t�a aus der Zeitscheibe t�a ei	
ne zeitscheiben�uberspringende Kante zum Knoten Z t aus der Zeitscheibe t� Damit die
Beein�ussung durch die dazwischenliegenden Zeitscheiben durchgereicht werden kann�
wird f�ur den Knoten Z t�a in jeder Zeitscheibe h �t� a � h 	 t� �� ein Knoten Z h in	
stantiiert� Die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Knoten werden wie folgt angepa�t�
wenn i die Anzahl der Hypothesen von Z t�a bezeichnet�

� F�ur die Knoten Z h mit h � f�t� a� " �� � � � � t� �g�

Tcpt�Zh� � T �Z h�Z h��� �

�����
zh�� � � � zh�i

zh���� � �
���

� � �

zh���i � �

����� �
Den Knoten Z h wird somit eine �	dimensionale Tabelle �uber den beiden Knoten
Z h�� und Z h der Gr�o�e i�i zugeordnet� die in der Diagonale von �zh����� zh��� bis
�zh���i� zh�i� nur Einsen und ansonsten nur Nullen als Eintrag enth�alt� Man kann
Tcpt�Zh� auch als Identit�atstabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten bezeichnen� da
durch sie der Knoten Z h denselben BEL	Wert wie sein Vorg�angerknoten Z h��

erh�alt�

� F�ur den Knoten Z t�
Anstatt der Tabelle Tcpt�Z t� � T �Z t�Z t�a�E �� � � � �E p� erh�alt der Knoten Z t nun
die Tabelle Tcpt�Z t� � T �Z t�Z t���E �� � � � �E p�� wobei mit E �� � � � �E p bis auf Z t�a

oder Z t�� die Elternknoten von Z t gemeint sind� Die bedingten Wahrscheinlich	
keiten bleiben unver�andert� In der Tabelle der bedingten Wahrscheinlichkeiten
des Knoten Z t� wird der Elternknoten Z t�a durch den Knoten Z t�� ersetzt�

Dadurch da� die bedingten Wahrscheinlichkeiten wie vor de�niert sind� wird die Be	
ein�ussung des Knotens Z t�a an die Zeitscheibe t unver�andert weitergegeben� Jetzt
kann der Rollup wie gewohnt mit den Mitteln aus dem Kapitel � durchgef�uhrt werden�
Im folgenden Beispiel wird nun an einem konkreten Beispielnetz gezeigt� wie zeit	

scheiben�uberspringende Kanten entstehen� die sich daraus entwickelnde Problemstel	
lung erl�autert und im Anschlu� daran die Probleml�osung vorgef�uhrt� Als Beispielnetz
wird das Dynamische Bayessche Netz aus Kapitel � wiederaufgegri�en und die entspre	
chende Problemstellung herausgearbeitet�

Beispiel ����� �Zeitscheiben
uberspringende Kanten �allgemeiner Fall��
Wie den obigen Ausf�uhrungen zu entnehmen ist� sind zeitscheiben�uberspringende Kan	
ten vor allem ein graphentheoretisches Problem� Dazu sei als Beispiel das Dynamische
Bayessche Netz in Abbildung ����a� gegeben� von dem die Zeitscheiben von t � � bis
t� � dargestellt sind�
Zu diesem Zeitpunkt erf�ullt das Dynamische Bayessche Netz noch alle Anforderun	

gen� die an ein Dynamisches Bayessches Netz gestellt werden� In Abbildung ����a� wird
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Als letztes wurde die Zeitscheibe t instantiiert� Es existieren noch
keine zeitscheiben�uberspringenden Kanten�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t induziert eine zeitscheiben�uberspringenden Kanten
von Zeitscheibe t� � zu Zeitscheibe t�

Abbildung ���� Beispiel� Zeitscheiben�uberspringende Kanten ohne Korrektur
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gezeigt� wie sich das Dynamische Bayessche Netz triangulieren l�a�t� so da� ein Junc	
tion Tree entsteht� dessen Struktur den Aufbau des Dynamischen Bayesschen Netzes
aus Zeitscheiben widerspiegelt� Auf die Triangulierung wird weiter hinten im Beispiel
noch n�aher darauf eingegangen�
Jetzt wird ein Schema als Zeitscheibe t instantiiert� das eine zeitscheiben�ubersprin	

gende Kante von Zeitscheibe t�� zur Zeitscheibe t induziert �siehe Abbildung ����b���
Die zeitscheiben�uberspringende Kante ist gestrichelt eingezeichnet und die beteiligten
Knoten sind grau schra�ert dargestellt� In Abbildung ����b� ist die Triangulierung bei
einer Eliminationsreihenfolge� die die Zeitscheiben ber�ucksichtigt� dargestellt� Man er	
kennt durch die zeitscheiben�uberspringenden Triangulationskanten� da� der aus dieser
Triangulierung resultierende Junction Tree nicht den Aufbau des Dynamischen Bayes	
schen Netzes aus Zeitscheiben widerspiegelt� Weiter soll auf die Triangulierung im
Moment nicht eingegangen werden� Dazu im Beispiel sp�ater noch mehr und tieferge	
hend�

F�uhrt man den Rollup mit den Mitteln aus dem Kapitel � regelm�a�ig durch� so
da� maximal immer nur zwei Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes re	
pr�asentiert sind� so wird eine zeitscheiben�uberspringende Kante nie induziert werden�
Im Beispiel ist dies die zeitscheiben�uberspringende Kante von der Zeitscheibe t � �
zu der Zeitscheibe t� die beim Rollup nicht induziert wird� wie in den beiden Abbil	
dungen ����a� und ����b� zu sehen ist� Die Zustandsentwicklungsmodelle sind in den
Abbildungen ����a� und �b� als Rechtecke eingezeichnet� Man erkennt� da� sie die
zeitscheiben�uberspringende Kante nicht umfassen�

Bei der Probleml�osung mu� nun versucht werden� da� die Zustandsentwicklungs	
modelle die zeitscheiben�uberspringenden Kanten umfassen� oder anders ausgedr�uckt�
da� sich das Dynamische Bayessche Netz wieder eindeutig in Zeitscheiben einteilen l�a�t
�und dabei klar ist� welches die Interfacekanten sind��

In der Abbildung ��� wird gezeigt� wie das Problem der zeitscheiben�uberspringenden
Kante behandelt wird� Durch neue Knoten wird die zeitscheiben�uberspringende Kante
in die Zeitscheiben eingebettet� die sie �uberspringt� In Abbildung ��� ist die Triangu	
lierung mit der eingeschr�ankten Eliminationsreihenfolge dargestellt� Man erkennt� da�
es nur innerhalb einer Zeitscheibe oder maximal zwischen benachbarten Zeitscheiben
Triangulationskanten existieren� Dieses erzeugt einen Junction Tree� dessen Struktur
den Aufbau des Dynamischen Bayesschen Netzes widerspiegelt� Es ist jetzt wieder ein
Rollup mit den Mitteln aus Kapitel � m�oglich� Dieser Rollup wird in den Abbildun	
gen ����a� und �b� dargestellt� Wie man in diesen Abbildungen erkennt� umfassen die
Zustandsentwicklungsmodelle die zeitscheiben�uberspringenden Kanten�

Jetzt sollen die triangulierten Graphen in den Abbildungen ����a�� ����b� und ���
noch einmal genauer betrachtet werden� Beim triangulierten Graphen in Abbildung
����a� existieren nur Triangulationskanten innerhalb einer Zeitscheibe oder zwischen
zwei benachbarten Zeitscheiben� Der Junction Tree� der aus diesem triangulierten
Graphen entsteht� enth�alt nur Cliquen� die Knoten aus einer Zeitscheibe oder maximal
aus zwei benachbarten Zeitscheiben enthalten� Ein solcher Junction Tree baut sich also
�ahnlich wie das Dynamische Bayessche Netz aus Zeitscheiben auf� Dabei lassen sich die
Cliquen des Junction Trees� die Knoten aus zwei verschiedenen Zeitscheiben enthalten�
mit den Dynamischen Knoten des Dynamischen Bayesschen Netzes vergleichen� Beide
�ubernehmen die Vermittlerrolle von einer zur n�achsten Zeitscheibe�

Beim triangulierten Graphen in Abbildung ����b� ist zu erkennen� da� die Trian	
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �Zustandsentwicklungsmodell

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Zeitscheibe t� � ist aufgerollt�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe tZustandsentwicklungsmodell

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wurde etabliert und die Zeitscheibe t� � aufgerollt�

Abbildung ���� Beispiel� Zeitscheiben�uberspringende Kanten ohne Korrektur beim
Rollup
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t � � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

Abbildung ���� Beispiel� Zeitscheiben�uberspringende Kanten mit Korrektur

gulationskanten des triangulierten Graphen aus Abbildung ����a� enthalten sind und
weitere Triangulationskanten hinzu gekommen sind� Einige dieser neuen Triangula	
tionskanten �uberspringen Zeitscheiben und lassen somit die involvierten Zeitscheiben
zu einer Zeitscheibe zusammenfallen� Der aus dem triangulierten Graphen in Abbil	
dung ����a� resultierende Junction Tree kann bei der Bestimmung f�ur den Junction
Tree des triangulierten Graphen in Abbildung ����b� nur wenig wiederverwendet wer	
den� Desweiteren sind die vielen Triangulationskanten� die in einem Knoten enden�
ein Indiz daf�ur� da� gro�e Cliquen entstehen� Die Cliquen dieses Junction Trees ent	
halten Knoten aus mehreren Zeitscheiben� Ein solcher Junction Tree ist nicht f�ur die
Rollup	Verfahren geeignet� wie sie in Kapitel � vorgestellt werden�

Beim triangulierten Graphen in Abbildung ��� existieren wieder nur Triangulations	
kanten innerhalb einer Zeitscheibe oder zwischen zwei benachbarten Zeitscheiben� Der
Junction Tree� der aus diesem triangulierten Graphen entsteht� enth�alt nur Cliquen�
die Knoten aus einer Zeitscheibe oder maximal aus zwei benachbarten Zeitscheiben
enthalten� Ein solcher Junction Tree baut sich also �ahnlich wie das Dynamische Bayes	
sche Netz aus Zeitscheiben auf und ist wieder f�ur die Rollup	Verfahren geeignet� wie
sie im Kapitel � vorgestellt werden� Desweiteren erkennt man� da� die Cliquen des
zugeh�origen Junction Trees im Vergleich zum zugeh�origen Junction Trees des triangu	
lierten Graphen in Abbbildung ����b� kleiner sind�

Bsp

Eine zeitscheiben�uberspringende Kante kann sich �uber beliebig viele Zeitscheiben
erstrecken� F�ur jede zeitscheiben�uberspringende Kante ist pro Zeitscheibe� die sie
�uberspringt� ein Zwischenknoten einzuf�ugen� Die Komplexit�at des daraus entstandenen
Netzes l�a�t sich allerdings erst feststellen� wenn ein Rollup	Verfahren oder Inferenzal	
gorithmus angewendet wird� Die Komplexit�at des Dynamischen Bayesschen Netzes
wird im dazugeh�origen Junction Tree an der Gr�o�e der einzelnen Cliquen festgestellt�
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �Zustandsentwicklungsmodell

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Zeitscheibe t� � ist aufgerollt�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe tZustandsentwicklungsmodell

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wurde etabliert und die Zeitscheibe t� � aufgerollt�

Abbildung ���� Beispiel� Zeitscheiben�uberspringende Kanten mit Korrektur beim Rol	
lup
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �
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�

� �

�

�

�

�a� DBN zum Zeitpunkt t��� Es existieren nur Triangulationskanten innerhalb einer Zeitscheibe
oder zwischen benachbarten Zeitscheiben�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

�
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�

�
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�

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Es existieren Triangulationskanten �uber mehrere Zeitscheiben hinweg�
Die Zeitscheiben von t � � bis t� � fallen zusammen�

Abbildung ���� Beispiel� Triangulierung bei zeitscheiben�uberspringenden Kanten ohne
Korrektur
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t
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Abbildung ���� Beispiel� Triangulierung bei zeitscheiben�uberspringenden Kanten mit
Korrektur

Die Bestimmung eines Junction Trees ist entscheidend von der Eliminationsreihenfolge
abh�angig� Da die Berechnung eines optimalen Junction Trees NP 	vollst�andig ist� kann
es durchaus vorkommen� da� der neue Junction Tree nach dem Hinzuf�ugen von neu	
en Knoten weniger komplex ist als der alte Junction Tree� was einigen Lesern kurios�

vorkommen mag�

Ein Spezialfall von zeitscheiben�uberspringenden Kanten sind in denReady	Netzen
die Doppelschemata�

Doppelschemata

Bei den Ready	Netzen werden Sinneinheiten von zwei Schemata zu ei	
nem Doppelschema zusammengefa�t� Auf eine Frage wird eine Antwort
erwartet� Auf eine Instruktion soll eine Handlung erfolgen� Wird als Zeit	
scheibe das Schema Frage instantiiert� so wird gleichzeitig das Schema Ant�
wort als darau�olgende Zeitscheibe erzeugt� In den einzelnen Schemata sei	
en ausschlie�lich die Zusammenh�ange modelliert� die f�ur den Sachverhalt
relevant sind� f�ur den das Schema entworfen wurde�

Im folgenden wird beschrieben� wie bei den Doppelschemata zeitschei	
ben�uberspringende Kanten entstehen k�onnen� Das Problem der Doppel	
schemata wird dann auf das Problem der zeitscheiben�uberspringendenKan	
ten zur�uckgef�uhrt� Somit kann das Problem der Doppelschemata wie das
Problem der zeitscheiben�uberspringenden Kanten gel�ost werden� indem
Zwischenknoten an den entsprechenden Stellen ins BayesscheNetz eingef�ugt
werden�

�Dem Leser� dem dies auch beim wiederholten Lesen des Satzes immer noch kurios vorkommt� wird
empfohlen� sich noch einmal Abschnitt ����� anzuschauen�
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Es sei ein Dynamisches Bayessches Netz DBN zum Zeitpunkt t � � gegeben� das
nicht aufgerollt wird� Es werde nun das Doppelschema A mit den Schemata A� und
A� instantiiert� Dabei entstehen die beiden Zeitscheiben t� � und t� �� In Abbildung
�����a� ist ein Schnappschu� des resultierenden Dynamischen Bayesschen Netzes zum
Zeitpunkt t� � zu sehen� Es werden die Zeitscheiben t� � und t� � mit dem dazwi	

Schema A� Schema A�

XA�XA�

Doppelschema A

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Das Doppelschema A ist instantiiert�

Schema A� Schema A�

XA�XA�

Doppelschema A

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t Zeitscheibe t" �

XB�

Schema B�

Doppelschema B

XB�

Schema B�

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Es wird das Doppelschemata B instantiiert� Dadurch werden zeit�
scheiben�uberspringende Kanten von Zeitscheibe t� � zu Zeitscheibe t induziert�

Abbildung ����� Zeitscheiben�uberspringende Kanten� Die Zufallsvariablen in Modell
B� sind von Zufallsvariablen abh�angig� die weiter zur�uckliegen als die direkt vorange	
gangene Zeitscheibe�

schenliegenden Zustandsentwicklungsmodell schematisch dargestellt� Die Zeitscheiben
bis vor dem Zeitpunkt t�� sind ausgeblendet� Zum Zeitpunkt t�� besteht das Dyna	
mische Bayessche Netz somit aus t Zeitscheiben� Jetzt wird das Doppelschema B mit
den beiden Schemata B� und B� als Zeitscheiben t und t " � instantiiert� Die beiden
Doppelschemata A und B k�onnen auch identisch sein� Beispielsweise sei im Schema
B� ein Knoten enthalten� der eine Zufallsvariable repr�asentiert� die von einer Zufalls	
variablen beein�u�t wird� deren entsprechender Knoten im Schema A� enthalten sei�
Das Zustandsentwicklungsmodell f�ur XB� zum Zeitpunkt t ist nicht mehr nur von der
Zeitscheibe t� � abh�angig� sondern auch von der Zeitscheibe t� �� in der das Schema
A� als Zeitscheibe instantiiert wurde� Es wird eine zeitscheiben�uberspringende Kante
von der Zeitscheibe t�a zur Zeitscheibe t induziert�� Dies ist in der Abbildung �����b�
durch einen gerichteten Pfeil von Zeitscheibe t � � zu Zeitscheibe t dargestellt� Das
Schema A� und das Zustandsentwicklungsmodelle zwischen A� und A� �andern sich

�Um eine zeitscheiben�uberspringende Kante zu induzieren� k�onnten auch die Schemata B� und A�

bzw� B� und A� involviert sein�



���� Problembehandlung ���

dabei nicht�
Werden keine Zeitscheiben aufgerollt� so mu� zwar der Junction Tree f�ur das Dy	

namische Bayessche Netz insgesamt neu berechnet werden� ohne da� auch alten Be	
rechnungen wiederzuverwenden sind� aber es ergeben sich keine weiteren Probleme�
Wenn jedoch der Rollup immer dann durchgef�uhrt wird� bevor ein neues Doppelsche	
ma instantiiert wird� so stellt sich die Situation allerdings anders dar� In Abbildung
�����a� ist das Dynamische Bayessche Netz zum Zeitpunkt t � � zu sehen� bevor das
Doppelschema B etabliert wird� Bis zum Zeitpunkt t � � wurden die Zeitscheiben h
�� 	 h 	 t � �� jeweils dann aufgerollt� wenn mehr als zwei Zeitscheiben etabliert
war� Zu jedem Zeitpunkt h �� 	 h 	 t � �� waren somit immer maximal nur drei
Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes repr�asentiert�
Wird nun zum Zeitpunkt t das Doppelschema B mit den Schemata B� und B� als

Zeitscheiben t und t"� instantiiert� so l�a�t sich die Abh�angigkeit der Zeitscheibe t von
Zeitscheibe t � �� in der das Schema A� instantiiert wurde� nicht mehr modellieren�
In Abbildung �����a� und �b� sind die aufgerollten Zeitscheiben gestrichelt eingezeich	
net� In Abbildung �����b� erkennt man zus�atzlich� da� die zeitscheiben�uberspringende

Schema A�

XA�

Doppelschema A

Zeitscheibe t� �

�a� DBN nach dem Rollup zum Zeitpunkt t� �� Vom Doppelschema A ist noch das Schema A�

vorhanden�

Schema A�

XA�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t Zeitscheibe t" �

XB�

Schema B�

Doppelschema B

XB�

Schema B�

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Es wird das Doppelschema B instantiiert� Es werden keine zeitschei�
ben�uberspringende Kanten induziert�

Abbildung ����� Zeitscheiben�uberspringende Kanten beim Rollup ohne Korrektur� Es
werden nicht mehr alle Abh�angigkeiten ber�ucksichtigt�

Kante nicht mehr etabliert werden kann� Insbesondere wird die Abh�angigkeit der Zeit	
scheibe t von der Zeitscheibe t� � nicht mehr modelliert�
Damit ein Rollup mit den Mitteln aus Kapitel � m�oglich ist� mu� also eine m�ogliche

Beein�ussung einer Zeitscheibe auf eine andere Zeitscheibe durch alle Zeitscheiben� die
dazwischen liegen� durchgereicht werden� In Abbildung ���� ist dargestellt� da� sich
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Schema A�

XA�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t Zeitscheibe t" �

XB�

Schema B�

Doppelschema B�

XB�

Schema B��

XA�

Doppelschema A�

Schema A�
�

Abbildung ����� Zeitscheiben�uberspringende Kanten mit Korrektur� Die verschiedenen
Schema der Doppelschemata werden um Zwischenknoten erg�anzt� so da� eine zeitschei	
ben�uberspringende Kante im jeweiligen Teilschema zu liegen kommt�

die Schemata und die Zustandsentwicklungsmodelle der Zeitscheiben erweitern� Man
sieht� da� temporale Kanten hinzukommen�
Im Fall der Doppelschemata mu� nun in vergleichbarer Weise wie im allgemei	

nen Fall der zeitscheiben�uberspringenden Kanten vorgegangen werden� Entsprechende
Knoten sind in den verschiedenen Schemata neu zu modellieren� Wie die beding	
ten Wahrscheinlichkeiten dieser entsprechenden Knoten zu w�ahlen sind� ist ebenfalls
im allgemeinen Fall der zeitscheiben�uberspringenden Kanten behandelt und kann un	
ver�andert �ubernommen werden� Jetzt kann der Rollup wie gewohnt mit den Mitteln
aus dem Kapitel � durchgef�uhrt werden�

����� Statische Knoten

Statische Knoten modellieren Eigenschaften� die �uber die Zeit unver�an	
dert bleiben� in der das Dynamische Bayessche Netz g�ultig ist� Der BEL	
Wert eines Statischen Knotens� d�h� seine Einsch�atzung� kann sich jedoch
sehr wohl �andern� Statische Knoten beein�ussen verschiedene Zeitscheiben�
sind aber keiner Zeitscheibe zugeordnet und im gesamten Ready	Netz nur
einmal instantiiert�
In diesemAbschnitt wird beschrieben� warum die Statischen Knoten f�ur

Dynamische BayesscheNetze und insbesondere f�ur die Rollup	Verfahren aus
Kapitel � problematisch sind� Desweiteren wird gezeigt� wie sich das Pro	
blem der Statischen Knoten auf das Problem der zeitscheiben�uberspringen	
den Kanten zur�uckf�uhren und somit l�osen l�a�t�

Der Knoten Wissensniveau des Sch�ulers aus Beispiel ����� ist ein typisches
Beispiel f�ur einen statischen Knoten� mit dem Unterschied� da� der KnotenWissens�

niveau des Sch�ulers in jeder Zeitscheibe modelliert ist�
Es sei nun ein Dynamisches Bayessches NetzDBN zum Zeitpunkt t�� gegeben� das

nicht aufgerollt wird� Werde nun als Zeitscheibe t�� das SchemaA und als Zeitscheibe
t � � das Schema B instantiiert� Diese beiden Schemata seien von den Statischen
Knoten X�� � � � �Xa abh�angig� Zu jedem Zeitpunkt h 	 t � � seien die Schemata des
Dynamischen Bayesschen Netzes so instantiiert� da� keine zeitscheiben�uberspringende
Kanten induziert werden
� Dieses wird im generischen Schema durch die gerichteten

	Diese Annahme kann vorausgesetzt werden� da ansonsten das Verfahren aus dem Abschnitt �����
zur Anwendung kommt�
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Kanten zwischen den konsekutiven Zeitscheiben angedeutet� Die Zeitscheiben erf�ullen
damit jedoch nicht die Markov	Eigenschaft f�ur Dynamische Bayessche Netze� da die
Zeitscheiben auch von den Statischen Knoten abh�angig sind� Die Problematik wird im
folgenden dargestellt�
In Abbildung �����a� ist ein Schnappschu� des resultierenden Dynamischen Bayes	

schen Netzes zum Zeitpunkt t� � zu sehen�
Es werden die Zeitscheiben t�� und t�� schematisch dargestellt� Die Zeitscheiben

bis vor dem Zeitpunkt t � � sind ausgeblendet� Nicht alle dargestellten Statischen
Knoten beein�ussen alle Schemata� So beein�u�t der Statische Knoten X � nur direkt
das Schema A� Zum Zeitpunkt t � � besteht das Dynamische Bayessche Netz somit
aus t Zeitscheiben�

Beispielhaft werden noch als Zeitscheiben t und t " � die Schemata C und D in	
stantiiert� Wie in Abbildung �����b� zu sehen ist� induzieren manche Schemata neue
Statische Knoten� die noch nicht instantiiert wurden� andere Schemata greifen auf
vorhandene Statische Knoten zur�uck� Ebenso beein�ussen manche Statische Knoten
immer nur Zeitscheiben in denen ein bestimmtes Schema instantiiert wurde �z�B� der
Statische Knoten X � das Schema A�� Andere Statische Knoten beein�ussen jede Zeit	
scheibe�

Wie im Fall der zeitscheiben�uberspringenden Kanten und der Doppelschemata erge	
ben sich die Probleme mit den Statischen Knoten erst� wenn der Rollup �siehe Kapitel
�� immer dann durchgef�uhrt wird� wenn eine neue Zeitscheibe etabliert wurde�
Werden keine Zeitscheiben aufgerollt� so mu� der zugeh�orige Junction Tree des Dy	

namischen Bayesschen Netzes zwar insgesamt neu berechnet werden� aber es ergeben
sich keine weiteren Probleme �vorausgesetzt� da� sich der Junction Tree des Dyna	
mischen Bayesschen Netzes noch berechnen l�a�t��� Die Situation stellt sich allerdings
anders dar� wenn der Rollup immer dann durchgef�uhrt wird� wenn eine neue Zeitschei	
be etabliert wurde �siehe Kapitel ��� Wird die Zeitscheibe t� � des Bayesschen Netzes
in Abbildung �����b� aufgerollt� so stellt sich die Frage� ob die Statischen Knoten
X�� � � � �Xa auch zur Zeitscheibe t � � geh�oren und mitaufgerollt werden� Zumindest
der Knoten X a kann nicht ohne weiteres aufgerollt werden� da er auch noch andere
Zeitscheiben beein�u�t� Auch der Knoten X � darf nicht aufgerollt werden� denn in
ferner Zukunft k�onnte wieder eine Zeitscheibe mit dem Schema A instantiiert werden�
Ebenso k�onnte man an dem BEL	Wert des statischen Knotens X �� der sich durch das
Eintragen von Beobachtungen in den anderen Zeitscheiben auch �andert� die ganze Zeit
�uber interessiert sein�
Die Statischen Knoten d�urfen also nie aufgerollt werden� und sie ben�otigen im	

mer eine Verbindung zu den Zeitscheiben� damit sie ihren BEL	Wert jeweils an die
entsprechenden Situationen anpassen k�onnen�
Betrachtet man die Menge aller m�oglichen Statischen Knoten als besondere Zeit	

scheibe �� �siehe Abbildung �����a��� dann l�a�t sich das Problem der Statischen Kno	
ten auf das Problem von zeitscheiben�uberspringenden Kanten reduzieren� Jedes Sche	
ma wird dabei um alle Statischen Knoten erg�anzt �siehe Abbildung �����b�� und die
bedingten Wahrscheinlichkeiten der erg�anzten Statischen Knoten werden wie schon im
Abschnitt ����� de�niert� In Abbildung ���� ist auch dargestellt� da� sich die Sche	
mata und die Zustandsentwicklungsmodelle zwischen den Zeitscheiben erweitern� Man
sieht� da� temporale Kanten hinzukommen� Jetzt kann der Rollup wie gewohnt mit
den Mitteln aus dem Kapitel � durchgef�uhrt werden� und es m�ussen maximal immer
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Statische Knoten S � SA � SB

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t � �

XA XB

Schema A Schema B

X� � � � Xa

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Schemata A und B und ihre Statischen Knoten SA �SB sind
instantiiert �Die Statischen Knoten f�ur das Schema B wurden schon vom Schema A instantiiert�
Es gilt� SA � SB � SB��

Statische Knoten S � SA � � � �� SD

XC

Zeitscheibe t

Schema C

XB

Zeitscheibe t � �

Schema B

XA

Zeitscheibe t� �

Schema A

XD

Zeitscheibe t� �

Schema D

X� Xa Xa�� Xa�c� � �� � �

�b� DBN zum Zeitpunkt t��� Die Schemata C und D und die Statischen Knoten SC �SD wurden
instantiiert� Das Schema C wird auch von den Statischen Knoten in SA � SB beein�u�t�

Abbildung ����� Statische Knoten� Die Knoten der Schemata sind nur von gewissen
Statischen Knoten abh�angig�
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Statische Knoten

XC

Zeitscheibe t

Schema C

XB

Zeitscheibe t� �

Schema B

XD

Zeitscheibe t � �

Schema D

Zeitscheibe t� �

Schema A

XAS

�a� DBN zum Zeitpunkt t � �� Die Statischen Knoten werden als eigene Zeitscheibe betrachtet�
Man erh�alt den allgemeinen Fall von zeitscheiben�uberspringenden Kanten�

Zeitscheibe t� �

Schema A

XA

Zeitscheibe t � �

Schema B

XB

Zeitscheibe t

Schema C

XC

Zeitscheibe t � �

Schema D

XD

S SSS

�b� DBN zum Zeitpunkt t��� Die Statischen Knoten werden in die einzelnen Schemata eingebettet�
so da� es keine zeitscheiben�uberspringende Kanten mehr gibt�

Abbildung ����� Statische Knoten� Die Statischen Knoten werden in die Schemata
eingebettet�

nur zwei Zeitscheiben vorhanden sein�

Beispiel ����� �Statische Knoten�
Im folgenden wird an einem kleinen Beispielnetz konkret gezeigt� welche Fragestel	
lungen bei Statischen Knoten aufkommen und wie die Probleme gel�ost werden� Als
Beispiel sei dazu das Netz in Abbildung �����a� gegeben� von dem die Zeitscheiben
von t � � bis t � � dargestellt sind� Bis jetzt wirke nur ein statischer Knoten auf die
Zeitscheiben� Diesen statischen Knoten kann man zum jetzigen Zeitpunkt auch als zur
Zeitscheibe t� � zugeh�orig ansehen�
Jetzt wird ein Schema als Zeitscheibe t instantiiert� das vom selben statischen Kno	

ten wie die Zeitscheibe t� � beein�u�t wird� Es wird von der Zeitscheibe t eine Kante
induziert� die vom statischen Knoten zur Zeitscheibe t geht �siehe Abbildung �����b���
W�urde der statische Knoten nicht existieren� so w�urde er jetzt instantiiert werden�

Betrachtet man nun einen statischen Knoten zu der Zeitscheibe zugeh�orig� von der
er induziert wurde� so k�onnen die Kanten� die von diesem statischen Knoten aus zu
anderen Zeitscheiben gehen� als zeitscheiben�uberspringende Kanten angesehen werden�
Auf diese Art l�a�t sich das Problem der statischen Knoten auf das Problem der zeit	
scheiben�uberspringenden Kanten �ubertragen� Die vom statischen Knoten ausgehenden
Kanten sind gestrichelt eingezeichnet und der statische Knoten sowie die anderen be	
teiligten Knoten sind grau schra�ert dargestellt�

Die Probleme� die beim Rollup auftreten� wenn er immer durchgef�uhrt wird� so
da� maximal zu jedem Zeitpunkt nur zwei Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen
Netzes repr�asentiert sind� sind in den beiden Abbildungen �����a� und �����b� dar	
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Als letztes wurde die Zeitscheibe t� � instantiiert� Bis jetzt wirkt
nur auf die Zeitscheibe t� � ein Statischer Knoten�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wird ebenfalls vom statischen Knoten beein�u�t�

Abbildung ����� Beispiel� Statischer Knoten ohne Korrektur
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �Zustandsentwicklungsmodell

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Zeitscheibe t� � ist aufgerollt�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe tZustandsentwicklungsmodell

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wurde etabliert und die Zeitscheibe t� � aufgerollt�

Abbildung ����� Beispiel� Statischer Knoten ohne Korrektur beim Rollup
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gestellt� In der Abbildung �����a� ist der statische Knoten gestrichelt eingezeichnet�
Ber�ucksichtigt man� da� der statische Knoten zu keiner Zeitscheibe geh�ort� dann wird
er durch den Rollup von den anderen Zeitscheiben abgetrennt� Somit wird er auch nicht
mehr aufgefrischt� wenn neue Evidenzen in den noch vorhandenen Zeitscheiben einge	
tragen werden� Nimmtman hingegen an� da� der statische Knoten zur entsprechenden
Zeitscheibe geh�ort� so wird er einfach beim Rollup mit der Zeitscheibe gel�oscht� In
beiden F�allen jedoch nimmt er nicht mehr seine Funktion als statischer Knoten war�
Dies wird durch das Zustandsentwicklungsmodell� das als Rechteck eingezeichnet ist�
dargestellt� Wie man sieht� umfa�t es den statischen Knoten nicht� In Abbildung
�����b� wurde die Zeitscheibe t � � aufgerollt und dann die Zeitscheibe t etabliert�
Bei der Instantiierung von Zeitscheibe t wurde vom statischen Knoten eine Kante auf
die Zeitscheibe t induziert� Dieser statische Knoten ber�ucksichtigt aber nicht� da� er
auch die Zeitscheibe t� � beein�u�t hat� Vereinfachend kann man annehmen� da� der
statische Knoten neu instantiiert wurde�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t � � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

Abbildung ����� Beispiel� Statischer Knoten mit Korrektur

Das Problem der statischen Knoten mu� nun so bearbeitet werden� da� man zu
jedem Zeitpunkt des Rollups auch die aktuellen BEL	Werte der statischen Knoten
abfragen kann� Dazu m�ussen die statischen Knoten zu jedem Zeitpunkt des Rollups
auch vorhanden und in die Zeitscheiben eingebettet sein�
In der Abbildung ���� ist zu sehen� wie das Problem der statischen Knoten gel�ost

wird� Durch neue Knoten wird ein statischer Knoten in jeder Zeitscheibe des Dy	
namischen Bayesschen Netzes eingebettet� Somit ist jetzt wieder ein Rollup mit den
Mitteln aus Kapitel � m�oglich� Dieser Rollup wird in den Abbildungen �����a� und �b�
dargestellt� Wie man sieht� umfassen die Zustandsentwicklungsmodelle jetzt auch den
statischen Knoten� �Uber diese Zustandsentwicklungsmodelle wird der statische Knoten
auch aufgefrischt� wenn in Zeitscheiben neue Evidenzen eingtragen werden� auf die der
Knoten keine direkte Beein�ussung aus�ubt�
Die Gra�ken f�ur die Triangulierungen des verschiedenen Bayesschen Netzes sehen
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �Zustandsentwicklungsmodell

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Zeitscheibe t� � ist aufgerollt�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe tZustandsentwicklungsmodell

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wurde etabliert und die Zeitscheibe t� � aufgerollt�

Abbildung ����� Beispiel� Statischer Knoten mit Korrektur beim Rollup
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�ahnlich aus wie im Fall der zeitscheiben�uberspringenden Kanten� die in die Zeitscheiben
eingebettet wurden� so da� auf sie verzichtet wird� Bsp

����� Nachinstantiierung von Netzstrukturen

In Ready	Netzen werden manche Netzstrukturen von Zeitscheiben erst
im Nachhinein etabliert� Zum einen� weil man nicht wei�� welche Netzstruk	
tur instantiiert werden soll� d�h� man hat ein gewisses Grundschema A� das
sich je nach Nachinstantiierung zum Schema A�� � � � �Aa entwickelt� Zum
anderen� weil die entsprechende Netzstruktur vorl�au�g nicht ben�otigt wird�
und man ho�t� da� man sie im weiteren Zeitverlauf nicht brauchen wird�
Dadurch l�a�t sich dann eventuell Rechenzeit und Speicherplatz einsparen�
In diesem Abschnitt wird nun beschrieben� warum die Nachinstantiie	

rung von Netzstrukturen f�ur Dynamische Bayessche Netze und insbesonde	
re f�ur die Rollup	Verfahren aus Kapitel � problematisch sind� Desweiteren
wird gezeigt� wie sich das Problem der Nachinstantiierung von Netzstruk	
turen l�osen l�a�t� indem alle m�oglichen Netzstrukturen� die nachinstantiiert
werden k�onnten� bei der Etablierung der Zeitscheibe gleichfalls erzeugt wer	
den�

Wie im Fall der zeitscheiben�uberspringenden Kanten sei wiederum ein Dynamisches
Bayessches Netz DBN zum Zeitpunkt t� � gegeben� das bisher noch nicht aufgerollt
wurde�
In Abbildung �����a� ist ein Schnappschu� des Dynamischen Bayesschen Netzes

zum Zeitpunkt t � � zu sehen �Die f�ur den Sachverhalt uninteressanten Zeitscheiben
sind nicht dargestellt���
Ein Vergleich der Abbildung �����a� mit der Abbildung ����a� zeigt� da� sowohl

bei den zeitscheiben�uberspringenden Kanten wie auch bei der Nachinstantiierung von
Netzstrukturen von derselben Ausgangssituation ausgegangen wird�
Zum Zeitpunkt t wird nun ein Schema als Zeitscheibe t instantiiert� das ab dem

Zeitpunkt t�a nicht mehr instantiiert wurde� Dieses Schema wird in Abbildung �����b�
mit D bezeichnet� Im Schema D wird nun auch ein Knoten instantiiert� der eine Zu	
fallsvariable repr�asentiert� die auch oder nur von einer Zufallsvariablen beein�u�st wird�
deren entsprechender Knoten eigentlich im Schema C enthalten ist� aber noch nicht
instantiiert wurde� weil das Teilnetz noch nicht notwendig war� Es �ndet eine rekur	
sive Nachinstantiierung von Teilnetzen der einzelnen Zeitscheiben statt� bis es keine
nachinstantiierten Knoten mehr gibt� die eine Nachinstantiierung von Netzstrukturen
in Vorg�angerzeitscheiben notwendig machen� Es wird vorausgesetzt� da� durch die
Nachinstantiierung keine zeitscheiben�uberspringenden Kanten induziert werden�� Sei
nun die Zeitscheibe t� a� in der das Schema A instantiiert wurde� die Zeitscheibe� in
der keine Nachinstantiierung mehr notwendig wird� Die Zeitscheiben von t� a" � bis
t � � werden um Netzstrukturen erweitert und die dazwischenliegenden Zustandsent	
wicklungsmodell �andern sich entsprechend� Dies ist in der Abbildung �����b� jeweils
durch einen gerichteten Pfeil von Zeitscheibe h zu Zeitscheibe h"� �t� a 	 h 	 t� ��
dargestellt� Die ver�anderten Zustandsentwicklungsmodelle sind gestrichelt eingezeich	
net�


Dies kann vorausgesetzt werden� da ansonsten das L�osungsverfahren aus ����� zumEinsatz kommt�
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�b� DBN zum Zeitpunkt t� R�uckwirkend werden in den vorhergenden Zeitscheiben Netzstrukturen
so lange nachinstantiiert� bis in Zeitscheibe t � a keine Knoten mehr nachinstantiiert werden� die
eine Nachinstantiierung induzieren�

Abbildung ����� Nachinstantiierung von Netzstrukturen in den Vorg�angerzeitscheiben

Werden keine Zeitscheiben aufgerollt� so mu� f�ur das Dynamische Bayessche Netz
der zugeh�orige Junction Tree neu berechnet werden� aber es ergeben sich keine weite	
ren Probleme �vorausgesetzt� da� sich der zugeh�orige Junction Tree des Dynamischen
Bayesschen Netzes mit den �	Tabellen aller Cliquen noch bestimmen l�a�t��� Die Si	
tuation stellt sich wie bei den zeitscheiben�uberspringenden Kanten oder Statischen
Knoten auch schon allerdings anders dar� wenn der Rollup immer dann durchgef�uhrt
wird� wenn eine neue Zeitscheibe etabliert wurde �siehe Kapitel ��� In Abbildung
�����a� ist das Dynamische Bayessche Netz zum Zeitpunkt t � � zu sehen� nachdem
die Zeitscheibe t � � aufgerollt wurde� Bis zum Zeitpunkt t � � wurden die anderen
alten Zeitscheiben h 	 t � � jeweils dann aufgerollt� wenn die neue Zeitscheibe h " �
etabliert war� Zu jedem Zeitpunkt h� � 	 h 	 t� � waren somit immer maximal nur
zwei Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes repr�asentiert�

Wird nun zum Zeitpunkt t das Schema D als Zeitscheibe t instantiiert� so wird in
der Zeitscheibe t � � eine Netzstruktur nachinstantiiert� Diese w�urde eigentlich eine
Netzstruktur in Zeitscheibe t� � nachinstantiieren� die aber nicht mehr vorhanden ist�
Die Nachinstantiierung bricht also schon in der Zeitscheibe t � � ab� Dies ist in der
Abbildung �����b� durch eine gestrichelte Kante dargestellt� Die Nachinstantiierungen
in den Zeitscheiben h �t � a � h � t � �� lassen sich nicht mehr modellieren� In
Abbildung �����a� und �b� sind die aufgerollten Zeitscheiben gestrichelt eingezeichnet�

Damit ein Rollup mit den Mitteln aus Kapitel � m�oglich ist� mu� also eine m�ogliche
Nachinstantiierung in einer Zeitscheibe verhindert werden� indem bei der Instantiierung
der Zeitscheibe die gesamten Netzstruktur instantiiert wird� In Abbildung ���� ist
dargestellt� da� die Schemata und die Zustandsentwicklungsmodelle der Zeitscheiben
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Zeitscheibe t� �

XC

Schema C

�a� DBN nach dem Rollup zum Zeitpunkt t� �� Es existieren noch keine Nachinstantiierungen�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

XC

Schema C

XD

Schema D

�b� DBN zum Zeitpunkt t� R�uckwirkend wird in der vorhergenden Zeitscheibe eine Netzstruktur
nachinstantiiert� Da die Zeitscheibe t � � schon aufgerollt ist� bricht hier die Nachinstantiierung
ab�

Abbildung ����� Nachinstantiierung von Netzstrukturen beim Rollup ohne Korrek	
tur� Es wird eine Netzstruktur in der Vorg�angerzeitscheibe nachinstantiiert� Trotzdem
werden nicht alle Abh�angigkeiten modelliert�

immer vollst�andig vorhanden sind und nicht mehr nachinstantiiert werden m�ussen�
Man sieht� da� temporale Kanten hinzukommen� Jetzt kann der Rollup wie gewohnt
mit den Mitteln aus dem Kapitel � durchgef�uhrt werden�

Beispiel ����� �Nachinstantiierung�
Wie den obigen Ausf�uhrungen zu entnehmen ist� mu� daf�ur gesorgt werden� da� es
keine Nachinstantiierungen gibt� Im Zweifelsfall instantiiert man also lieber mehr als
weniger� so da� die Rollupverfahren aus dem Kapitel � angewendet werden k�onnen�
Sei dazu als Beispiel das Netz in Abbildung �����a� gegeben� von dem die Zeitschei	

ben von t� � bis t� � dargestellt sind�
Zum Zeitpunkt t� � sind die Zeitscheiben t� � und t� � ausreichend instantiiert�
Jetzt wird ein Schema als Zeitscheibe t instantiiert� das Nachinstantiierungen in

Zeitscheiben induziert� In der Abbildung �����b� sind dies Nachinstantiierungen in
den Zeitscheiben t � � und t � �� Die involvierten Knoten sind in der Abbildung
�����b� grau	schra�ert und die Kanten gestrichelt eingezeichnet�
Die Instantiierung eines Bayesschen Netzes passiert in Ready rekursiv� Es wird

eine gewisse Menge von Knoten instantiiert� die die Instantiierung ihrer Elternknoten
nach sich ziehen� die wiederum die Instantiierung ihrer Elternknoten veranlassen und so
fort� Eine Nachinstantiierung wird zum Beispiel dann angeworfen� wenn ein Knoten in	
stantiiert wird� der durch einen Knoten beein�u�t wird� der in der Vorg�angerzeitscheibe
modelliert ist� aber noch nicht instantiiert wurde�
Wird der Rollup regelm�a�ig durchgef�uhrt� so da� immer nur maximal zwei Zeit	
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Zeitscheibe t� �

XC

Schema C

�a� DBN nach dem Rollup zum Zeitpunkt t � �� Die potentielle Nachinstantiierung ist schon
vorhanden�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

XC

Schema C

XD

Schema D

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Es werden anders wie in Abbildung ���
�b� keine Netzstrukturen
nachinstantiiert� da die entsprechenden Netzstrukturen schon im Schema enthalten sind�

Abbildung ����� Nachinstantiierung von Netzstrukturen mit Korrektur� Obwohl keine
Netzstrukturen nachinstantiiert werden� sind alle Abh�angigkeiten modelliert�

scheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes repr�asentiert sind� so treten Probleme
auf�

In den beiden Abbildungen �����a� und �b� sieht man� wie ein Rollup bei Nachin	
stantiierungen ohne Korrektur aussieht� In Abbildung �����a� wurde die Zeitscheibe
t� � aufgerollt und die neue Zeitscheibe t� � etabliert� Das Zustandsentwicklungsmo	
dell ber�ucksichtigt nicht die Nachinstantiierung� wie es sp�ater die korrigierte Version
tut �siehe Abbildungen ���� und �����a� und �b��� Jetzt wird die Zeitscheibe t� � auf	
gerollt und die Zeitscheibe t etabliert� Durch den Knoten� der in der Zeitscheibe t grau
schra�ert dargestellt ist� wird eine Nachinstantiierung in Zeitscheibe t� � ausgef�uhrt�
Die involvierten Knoten und Kanten sind grau schra�ert bzw� gestrichelt dargestellt�
In Zeitscheibe t�� kann keine Nachinstantiierung mehr durchgef�uhrt werden� da diese
Zeitscheibe schon aufgerollt ist� Das Zustandsentwicklungsmodell ber�ucksichtigt wie	
derum die Nachinstantiierung nicht�

Zum Zeitpunkt des Rollups m�ussen also alle Netzstrukturen vorhanden sein� Irgend	
welche Nachinstantiierungen k�onnen nicht ber�ucksichtigt werden� Die entsprechenden
Zustandsentwicklungsmodelle enthalten somit nie alle notwendigen Informationen�

In der Abbildung ���� wird gezeigt� wie das Problem der Nachinstantiierungen be	
handelt wird� Durch die gesamte Instantiierung eines Schemas als Zeitscheibe �auch der
Netzstrukturen� die optional zur Nachinstantiierung vorgesehen sind� kann der Rollup
zu jedem Zeitpunkt problemlos ausgef�uhrt werden� Ist jedoch de�nitiv klar� da� eine
Netzstruktur eines Schemas� die optional zur Nachinstantiierung vorgesehen ist� nicht
nachinstantiiert wird� so kann auf die Instantiierung dieser Netzstruktur verzichtet
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Als letztes wurde die Zeitscheibe t instantiiert� Es existieren noch
keine Nachinstantiierungen von Netzstrukturen�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t induziert eine Reihe von Nachinstantiierungen von
Netzstrukturen�

Abbildung ����� Beispiel� Nachinstantiierung ohne Korrektur
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �Zustandsentwicklungsmodell

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Zeitscheibe t� � ist aufgerollt�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe tZustandsentwicklungsmodell

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wurde etabliert und die Zeitscheibe t� � aufgerollt�

Abbildung ����� Beispiel� Nachinstantiierung ohne Korrektur beim Rollup
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t � � Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t

Abbildung ����� Beispiel� Nachinstantiierung mit Korrektur

werden�
Somit ist jetzt wieder ein Rollup mit den Mitteln aus Kapitel � m�oglich� Dieser

Rollup wird in den Abbildungen �����a� und �b� dargestellt�
In den Abbildungen �����a� und �b� ist der Rollup in der korrigierten Version dar	

gestellt� In Abbildung �����a� wurde die Zeitscheibe t � � aufgerollt und dann die
Zeitscheibe t� � etabliert� Die Netzstrukturen� die in der unkorrigierten Version erst
durch die Zeitscheibe t nachinstantiiert werden� sind schon vorhanden� Das Zustand	
sentwicklungsmodell ber�ucksichtigt jetzt die gesamte Netzstruktur� was vorher nicht
m�oglich war� Abbildung �����b� wurde die Zeitscheibe t � � aufgerollt und dann die
Zeitscheibe t etabliert� Auch hier ber�ucksichtigt das Zustandsentwicklungsmodell wie	
der die gesamte Netzstruktur� was im unkorrigierten Fall unm�oglich war� Bsp

��� Zusammenfassung

Es werden die Neuerungen von Ready	Netzen gegen�uber den Standard Dynamischen
Bayesschen Netzen vorgestellt� Diese Neuerungen stellen eine Vereinfachung f�ur den
Inferenzalgorithmus oder den Modellierer von Dynamischen Bayesschen Netzen dar�
Wenn jedoch ein Rollup durchgef�uhrt wird� so treten massive Probleme auf� Diese
Probleme werden jeweils an dem generischen Schema und einem konkreten Beispielnetz
dargestellt� Sowohl am generischen Schema als auch am konkreten Beispielnetz wird
gezeigt� wie das Ready	Netz umgewandelt werden mu�� so da� beim Rollup keine
Probleme mehr auftreten�
Das Problem der zeitscheiben�uberspringenden Kanten wird dadurch behoben� in	

dem solange Zwischenknoten in der betro�enen Kante eingef�ugt werden� bis die Kan	
te in jeder der Zeitscheiben zu liegen kommt� die sie �ubersprungen hat� Durch das
Einf�ugen von Zwischenknoten l�a�t sich auch das Problem der Statischen Knoten l�osen�
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Zeitscheibe t� � Zeitscheibe t� �Zustandsentwicklungsmodell

�a� DBN zum Zeitpunkt t� �� Die Zeitscheibe t� � ist aufgerollt�

Zeitscheibe t� � Zeitscheibe tZustandsentwicklungsmodell

�b� DBN zum Zeitpunkt t� Die Zeitscheibe t wurde etabliert und die Zeitscheibe t� � aufgerollt�

Abbildung ����� Beispiel� Nachinstantiierung mit Korrektur beim Rollup
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das sich auf das Problem der zeitscheiben�uberspringenden Kanten zur�uckf�uhren l�a�t�
Die Nachinstantiierung von Netzstrukturen l�a�t sich verhindern� indem die entspre	
chenden Strukturen bei der Etablierung der Zeitscheibe mitinstantiiert werden� Stehen
dabei mehrere verschiedene Netzstrukturen zur Auswahl� so sind schlimmstenfalls alle
zu erzeugen�
Da erst jetzt der Rollup fehlerfrei anwendbar ist� kann man nicht behaupten� da�

durch das Einf�ugen von Knoten die Komplexit�at des Dynamischen Bayesschen Netzes
steigt� Die Komplexit�at l�a�t sich vielmehr erst feststellen� wenn ein Rollup	Verfahren
oder Inferenzalgorithmus angewendet wird� Dabei h�angt die Komplexit�at vom verwen	
deten Rollup	Verfahren oder Inferenzalgorithmus ab� Beim Inferenzalgorithmus wird
die Komplexit�at entscheidend von der Eliminationsreihenfolge der Knoten bestimmt�



Kapitel �

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine koh�arente Besprechung verschiedener exakter Rollup	Verfah	
ren sowie ihrer theoretischen Grundlagen vorgenommen� Diese Besprechung kann als
Leitfaden f�ur diejenigen verwendet werden� die sich eingehend mit Rollup	Verfahren
besch�aftigen wollen�
F�ur Dynamische Bayessche Netze werden mehrere Rollup	Verfahren neu entwickelt

bzw� vorgestellt� die auf exakten Inferenzverfahren basieren� Dabei werden f�ur die
verschiedenen Verfahren neben der Erkl�arung der Funktionsweise� d�h� wie der Rollup
der einzelnen Verfahren durchgef�uhrt wird� auch die Vor	 und Nachteile sowie die Ein	
satzbereiche behandelt� In einer Tabelle werden die wesentlichen Ergebnisse kurz und
�ubersichtlich aufgelistet�

Es wird gezeigt� wie mit dHUGIN und der Polynom	Propagierung Zeitscheiben
konsekutiv� mit der �altesten Zeitscheibe beginnend� aus dem Inferenzproze� herausge	
nommen und� beginnend mit der j�ungst aus dem Inferenzproze� herausgenommenen
Zeitscheibe� konsekutiv Zeitscheiben wieder in den Inferenzproze� eingef�ugt werden
k�onnen� Dabei wird die Benutzung der Polynom	Propagierung als Grundlage f�ur ein
Rollup	Verfahren mit faktorisierten Polynomen in dieser Arbeit erstmalig vorgeschla	
gen� Es wird zus�atzlich gezeigt� wie es mit der Polynom	Propagierung ohne weitere
Aufwendungen m�oglich ist� eine Zeitscheibe tneu vor einer Zeitscheibe talt� mit talt � tneu�
aufzurollen� im Gegensatz zum normalen Rollup� bei dem immer nur die �alteste Zeit	
scheibe aufgerollt werden kann�

F�ur Dynamische Bayessche Netze� die die Bedingungen nicht erf�ullen� die die Roll	
up	Verfahren an sie stellen� um angewendet werden zu k�onnen� wird am Beispiel der
Ready	Netze gezeigt� wie sie erfolgreich in Standard Dynamische Bayessche Netze
umgeformt werden k�onnen� Dazu geh�ort auch zu erkennen� welche Eigenschaften einen
fehlerfreien Rollup verhindern�

Ausblick

Momentan mu� sich der Anwender das passende Rollup	Verfahren f�ur ein Dynamisches
Bayessches Netz noch selber aussuchen� Es w�are interessant� ein System zu haben� das
dem Benutzer hilft� aus einer Reihe von Rollup	Verfahren das jeweils geeignete Verfah	



��� Kapitel �� Zusammenfassung und Ausblick

ren f�ur die Situation zu w�ahlen� Hierf�ur m�u�te eine gra�sche Darstellung von Junction
Trees� wie sie auch schon im Programm RUBIN erfolgt� realisiert werden� Noch einen
Schritt weiter als das System� das dem Benutzer hilft� das richtige Rollup	Verfahren
auszuw�ahlen� w�are ein vollautomatisches System� das alle m�oglichen Rollup	Verfahren
zur Auswahl hat� manche von ihnen bei Bedarf miteinander vereint und automatisch
immer das jeweils beste Rollup	Verfahren f�ur die jeweilige Situation anwendet� So
k�onnte man sich vorstellen� da� man automatisch vom approximativen Rollup zum
Rollup mit der Polynom	Propagierung wechselt und umgekehrt� Eine o�ene Frage
dabei ist� wie sich ein solcher Wechsel e�zient organisieren l�a�t�
Desgleichen ist es aber auch wichtig� Inferenzverfahren zu entwickeln� die Junction

Trees mit gro�en Cliquen e�zient handhaben k�onnen� F�ur e�ziente Rollup	Verfahren
sind e�ziente Inferenzverfahren unabdingbar� So ist es wichtig� Inferenzverfahren zu
entwickeln� die die momentan bzgl� Speicherplatzverbrauch und Rechenzeitbedarf kom	
plexen Bayesschen Netze e�zient handhaben k�onnen� so da� diese Bayesschen Netze
ihre Komplexit�at verlieren� Einen Weg in diese Richtung geht mit Einschr�ankungen
die Polynom	Propagierung� Bei der Polynom	Propagierung ist zu untersuchen� wie
die Polynome direkt faktorisiert dargestellt werden k�onnen� ohne den Zwischenweg zu
gehen� da� zuerst das Polynom unfaktorisiert berechnet wird� Eine Hilfe zur direkten
Bestimmung von faktorisierten Polynomen sind die Shafer	Shenoy Skripte� Aber auch
hier sind noch Erfahrungswerte bzgl� E�zienz und Anwendbarkeit zu sammeln�
Es ist zu erwarten� da� innerhalb der n�achsten Jahre die gro�en Software	Pakete

zur Verarbeitung Bayesscher Netze Verfahren zumRollup von DynamischenBayesschen
Netzen anbieten werden�



Anhang A

Mehrfach verbundene Bayessche

Netze

Im folgenden wird f�ur die Aalborg Architektur und die Shafer	Shenoy
Architektur jeweils dasselbe Beispielnetz durchgerechnet� Im Anschlu� dar	
an werden f�ur den interessierten Leser weitere Anwendungen der Polynom	
Propagierung vorgestellt� Der Abschnitt �uber das D	Separations	Kriterium
rundet diesen Anhang ab�

A�� Aalborg Architektur

In diesem Anhang wird ein Beispiel f�ur die Aalborg Architektur umfassend vorgerech	
net� Die einzelnen Schritte der beiden Phasen Collect Evidence und Distribute Evi	
dence werden sowohl bei der Initialisierung wie auch bei der Au�rischung des Junction
Trees einmal in einer Liste und auch graphisch dargestellt� Wichtige Zwischenergeb	
nisse der Berechnungen� die bei der Initialisierung und der Au�rischung durchgef�uhrt
werden� sind in zwei Tabellen �ubersichtlich angeordnet� Konkrete Berechnungen mit
Zahlenwerten� wie zum Beispiel die Absorption von einer Clique durch eine andere
Clique� runden das Beispiel ab�

Beispiel A���� �Asienbesuch �Aalborg��
In Abbildung A�� ist ein weiterer Junction Tree f�ur das Bayesschen Netz Asienbesuch
in Abb� ��� angegeben�
Bevor am Junction Tree aus Abbildung A�� nun die beiden Phasen Collect Evidence

und Distribute Evidence mit Absorption vorgestellt werden� m�ussen noch die Knoten
des Bayesschen Netzes den Cliquen des Junction Trees eindeutig zugeordnet werden�
Die Knoten A und B werden der CliqueClq�� der Knoten C der CliqueClq�� die Knoten
E � F und G der Clique Clq�� der Knoten D der Clique Clq� zugeordnet� In Abbildung
A�� sind die Knoten der Clique unterstrichen� die der Clique zugeordnet sind� In den
Cliquen des Junction Trees stehen nun� wie folgt und auch in Tabelle A�� dargestellt
ist� die folgenden �	Tabellen� Die Clique Clq� enth�alt die �	Tabelle T��Clq�� � T��CD� �
Tcpt�D�� Tcpt�D� repr�asentiert dabei die bedingten Wahrscheinlichkeiten des Knotens D �
n�amlich P�D j C�� In Clique Clq� steht die �	Tabelle T��Clq�� � T��CGH� � Tcpt�H�� in
Clique Clq� die �	Tabelle T��Clq�� � T��EFG� �Tcpt�E� �Tcpt�F � �Tcpt�G�� in der Clique Clq�
!ihr werden keine Knoten zugeteilt! die �	Tabelle T��Clq�� � T��CEG�� in Clique Clq�
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Abbildung A��� weiteres Beispiel eines Junction Trees f�ur das Beispielnetz Asienbesuch

T��Clq�� � T��BCE� � Tcpt�C� und in Clique Clq� T��Clq�� � T��AB� � Tcpt�A� � Tcpt�B�� In den
Separatoren des Junction Trees stehen Wahrscheinlichkeitentabellen �uber den Knoten�
die in den Separatoren enthalten sind� Alle Eintr�age in den Tabellen sind dabei ��

Clique zugeordnete Knoten Berechnungsvorschrift der ��Tabelle

Clq� � fD�Cg D T��Clq�� � T��CD� � Tcpt�D�

Clq� � fC�G�Hg H T��Clq�� � T��CGH� � Tcpt�H�

Clq� � fE�F�Gg E�F�G T��Clq�� � T��EFG� � Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�
Clq� � fE�C�Gg 	 T��Clq�� � T��CEG� � �

jEj�jCj�jGj

Clq� � fB�C�Eg C T��Clq�� � T��BCE� � Tcpt�C�
Clq� � fA�Bg A�B T��Clq�� � T��AB� � Tcpt�A� � Tcpt�B�

Tabelle A��� Aalborg� �	Tabellen der Cliquen nach der Konstruktion des Junction
Trees

Initialisierung
 W�ahlt man als Wurzelknoten die Clique Clq�� dann sieht Collect
Evidence bei der Initialisierung des Junction Trees wie folgt aus �siehe auch Abbildung
A���a���

�� Die Cliquen Clq�� Clq� und Clq� schicken ihre Nachricht an die Clique Clq� �Man
sagt auch� Die Clique Clq� absorbiert von den Cliquen Clq�� Clq� und Clq����

�� Jetzt schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq��
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Clq�
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➁

➃
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➄

�b� Distribute Evidence

Abbildung A��� Aalborg� Initialisierung eines Junction Trees

�� Darauf schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq� und Collect Evidence
terminiert�

Daraufhin erfolgt Distribute Evidence �siehe auch Abbildung A���b���

�� Die Clique Clq� schickt nun ihrerseits ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Die Clique Clq� schickt ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Zum Abschlu� verschickt Clique Clq� ihre Nachrichten an die Cliquen Clq�� Clq�
und Clq�� Die Nachrichten an die verschiedenen Cliquen sind dabei unterschied	
lich� Distribute Evidence terminiert�

In Tabelle A�� sind die �	Tabellen� der Cliquen und Separatoren im Verlauf der
Initialisierung dargestellt� Die Tabellen� die in den verschiedenen Phasen nicht neu
berechnet werden� sind aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit nicht dargestellt� F�ur die
Reihenfolge der Berechnung wird auf die Phasen Collect Evidence und Distribute Evi�
dence in Abbildung A�� verwiesen� Die eingekreisten Zahlen erleichtern dabei die
Zuordnung�
Exemplarisch wird nun gezeigt� wie sich die �	Tabelle der Clique Clq� in der Phase

Distribute Evidence berechnet�

�� Im Anfang� bestimmt sich die �	Tabelle der Clique Clq� zu T��Clq���

T��Clq�� �

����
c� c�

e�
g� 
�
��� 
�
���
g� 
�
��� 
�
���

e�
g� 
����� 
�����
g� 
����� 
�����

���� �
�Damit eine ��Tabelle die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten der Knoten in dieser Tabelle angibt�

mu� die Tabelle normalisiert werden�
�nach Collect Evidence
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Wert der ��Tabelle bei
��Tab� Zuordnung Collect Evidence Distribute Evidence
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Tabelle A��� Aalborg� �	Tabellen bei der Initialisierung� Es sind noch keine Knoten
instantiiert�
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Wert der ��Tabelle bei
��Tab� Instantiierung Collect Evidence Distribute Evidence
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Tabelle A��� Aalborg� �	Tabellen bei der Au�rischung� Es wurden die Knoten A und
D instantiiert� �Der Ausdruck ������ �� steht zum Beispiel f�ur die Zahl ����� � ������
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�� Die Clique Clq� erh�alt nun durch Absorption die Informationen der Clique Clq�
wie folgt�

�a� Die Clique Clq� enth�alt die Tabelle T��Clq���
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�c� Nun wird die neue �	Tabelle des Separators durch die alte �	Tabelle des
Separators dividiert und der �	Tabelle der Clique Clq� hinzumultipliziert
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�� Die neue �	Tabelle der Clique Clq� bestimmt sich zu�

T��Clq�� �
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g� 
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����� 
����
���

���� �
Au�rischung
 Es liegen nun die folgenden Beobachtungen vor� Der Patient hat

vor kurzem Asien besucht aber sein R�ontgenbefund ist negativ� Als �ndings ergeben
sich die folgenden Tabellen T�nding�A� �

�
a� a�
� 	

�
und T�nding�D� �

�
d� d�
	 �

�
� die den

�	Tabellen der Cliquen Clq� und Clq� hinzu multipliziert werden� In der Spalte Instan�
tiierung der Tabelle A�� sind die neuen Werte der �	Tabellen dargestellt� Die Cliquen
des Junction Trees sind jetzt nicht mehr konsistent zueinander� d�h� die Informationen�
die eine Clique �uber einen Knoten enth�alt� stimmen nicht mehr mit den Informationen
einer anderen Clique �uberein� in der sich ebenfalls dieser Knoten be�ndet� Man sagt
auch� da� der Junction Tree nicht mehr kalibriert ist� Es erfolgt eine Au�rischung auf
dem Junction Tree� Collect Evidence sieht nun wie folgt aus �siehe auch Abbildung
A���a���
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�b� Distribute Evidence

Abbildung A��� Aalborg� Au�rischung eines Junction Trees nach der Eingabe von
neuen Beobachtungen �durch grau schra�erte Kreise gekennzeichnet�

�� Die Cliquen Clq� schickt ihre Nachricht an die Clique Clq�� Von den Cliquen
Clq� und Clq� wird keine Nachricht an Clique Clq� geschickt� da der Junction
Tree vor dem Eintragen der Evidenceen schon kalibriert war� Von den Cliquen
Clq� und Clq� w�urde an die Clique Clq� keine ver�anderte Nachricht geschickt
werden� wie in der Tabelle A�� zu sehen ist�

�� Jetzt schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq��
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�� Darauf schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq� und Collect Evidence
terminiert�

Daraufhin erfolgt Distribute Evidence �siehe auch Abbildung A���b���

�� Die Clique Clq� schickt nun ihrerseits ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Die Clique Clq� schickt ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Zum Abschlu� verschickt Clique Clq� ihre Nachrichten an die Cliquen Clq�� Clq�
und Clq�� Die Nachrichten an die verschiedenen Cliquen sind dabei unterschied	
lich� Distribute Evidence terminiert�

Der Junction Tree ist nun wieder kalibriert� Die Ergebnisse f�ur die �	Tabellen in
den einzelnen Phasen sind der Tabelle A�� zu entnehmen�
Die BEL	Werte f�ur die einzelnen Knoten des Bayesschen Netzes k�onnen durch Mar	

ginalisation aus jeder �	Tabelle bestimmt werden� in der sich der Knoten be�ndet� F�ur
die Knoten C und H wird dies hier exemplarisch gemacht�
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Wie man sieht� m�ussen die durch die Marginalisation gewonnenen Ergebnisse noch
normalisiert werden� damit sich die Werte f�ur die verschiedenen Hypothesen zu Eins
summieren� Da� der Vektor noch normalisiert werden mu�� wird durch den Norma	
lisierungsfaktor � angezeigt� Damit ergeben sich die BEL	Werte BEL�C� �

�
	�		��
	���
�

�

und BEL�H� �
�
	���	�
	�����

�
� Bsp

A�� Shafer�Shenoy Architektur

In diesemAnhang wird ein Beispiel f�ur die Shafer	Shenoy Architektur umfassend vorge	
rechnet� Die einzelnen Schritte der beiden Phasen Collect Evidence und Distribute Evi	
dence werden sowohl bei der Initialisierung wie auch bei der Au�rischung des Junction
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Trees einmal in einer Liste und auch graphisch dargestellt� Wichtige Zwischenergeb	
nisse der Berechnungen� die bei der Initialisierung und der Au�rischung durchgef�uhrt
werden� sind in zwei Tabellen �ubersichtlich angeordnet� Konkrete Berechnungen mit
Zahlenwerten� wie zum Beispiel die Absorption von einer Clique durch eine andere
Clique� runden das Beispiel ab�
Damit die Beispielrechnungen mit den Beispielrechnungen in A�� vergleichbar sind�

wurde wieder dasselbe Beispiel gew�ahlt�

Beispiel A���� �Asienbesuch �Shafer�Shenoy��
F�ur die Inferenz wird wieder der Junction Tree in Abbildung A�� f�ur das Bayesschen
Netz Asienbesuch in Abb� ��� genommen�
Die Knoten des Bayesschen Netzes seien wie im Beispiel A���� den Cliquen des

Junction Trees zugeordnet�
In den Cliquen des Junction Trees stehen nun die Berechnungsvorschriften f�ur

die �	Tabellen� Die Clique Clq� enth�alt die Berechnungsvorschrift f�ur die �	Tabelle
T��Clq�� � T��CD� � Tcpt�D� � TClq��Clq� � T��CD� stellt sicher� da� T��Clq�� Tabelle �uber den
Knoten C und D ist� Tcpt�D� repr�asentiert dabei die bedingtenWahrscheinlichkeiten des
Knotens D � n�amlich P�D j C�� Die Tabelle TClq��Clq� enth�alt die Informationen� die die
Clique Clq� an die Clique Clq� schickt� In Clique Clq� steht die Berechnungsvorschrift
f�ur die �	Tabelle T��Clq�� � T��CGH� � Tcpt�H� � TClq��Clq�� in Clique Clq� die Berech	
nungsvorschrift f�ur die �	Tabelle T��Clq�� � T��EFG� �Tcpt�E� �Tcpt�F � �Tcpt�G� �TClq��Clq��
in der Clique Clq�� der keine Knoten zugeordnet sind� die Berechnungsvorschrift f�ur
die �	Tabelle T��Clq�� � T��CEG� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � in Clique
Clq� T��Clq�� � T��BCE� � Tcpt�C� � TClq��Clq� � TClq��Clq� und in Clique Clq� T��Clq�� �
T��AB� �Tcpt�A� �Tcpt�B� �TClq��Clq� � In den Separatoren des Junction Trees stehen jeweils
zwei Wahrscheinlichkeitentabellen �uber den Knoten� die in den Separatoren enthalten
sind� Alle Eintr�age in den Tabellen sind dabei ��

Clique Berechnungsvorschrift f�ur die ��Tabelle

Clq� � fD�Cg T��Clq�� � T��CD� � Tcpt�D� � TClq��Clq�
Clq� � fC�G�Hg T��Clq�� � T��CGH� � Tcpt�H� � TClq��Clq�
Clq� � fE�F �Gg T��Clq�� � T��EFG� � Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � TClq��Clq�
Clq� � fE�C�Gg T��Clq�� � T��CEG� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq�
Clq� � fB�C�Eg T��Clq�� � T��BCE� � Tcpt�C� � TClq��Clq� � TClq��Clq�
Clq� � fA�Bg T��Clq�� � T��AB� � Tcpt�A� � Tcpt�B� � TClq��Clq�

Tabelle A��� Shafer	Shenoy� �	Tabellen der Cliquen nach der Konstruktion des Junc	
tion Trees

Initialisierung
 W�ahlt man als Wurzel die Clique Clq�� dann sieht Collect Evi�
dence bei der Initialisierung des Junction Trees wie folgt aus �siehe auch Abbildung
A���a���

�� Die Cliquen Clq�� Clq� und Clq� schicken ihre Nachricht an die Clique Clq��

�� Jetzt schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Darauf schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq� und Collect Evidence
terminiert�
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Abbildung A��� Shafer	Shenoy� Initialisierung eines Junction Trees

Daraufhin erfolgt Distribute Evidence �siehe auch Abbildung A���b���

�� Die Clique Clq� schickt nun ihrerseits ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Die Clique Clq� schickt ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Zum Abschlu� verschickt Clique Clq� ihre Nachrichten an die Cliquen Clq�� Clq�
und Clq�� Distribute Evidence terminiert�

In Tabelle A�� sind die �	Tabellen der Cliquen und �	Tabellen der Separatoren im
Verlauf der Initialisierung dargestellt� Die Tabellen� die in den verschiedenen Phasen
nicht neu berechnet werden� sind aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit nicht dargestellt�
F�ur die Reihenfolge der Berechnung wird auf die Phasen Collect Evidence und Distri�
bute Evidence in Abbildung A�� verwiesen� Die eingekreisten Zahlen erleichtern auch
hier wieder die Zuordnung�
Exemplarisch wird nun gezeigt� wie sich die �	Tabelle der Clique Clq� in der Phase

Distribute Evidence berechnet� wobei es hier vor allem darauf ankommt� die Tabelle
TClq��Clq� zu bestimmen�

�� Im Anfang bestimmt sich die Tabelle TClq��Clq� zu�

TClq��Clq� �

�
b� b�


�
�
� 
�����

�
�

�� Die Clique Clq� erh�alt nun durch Absorption die Informationen �TClq��Clq�� der
Clique Clq� wie folgt�

TClq��Clq� �
X

Clq�nClq�

T��Clq�nClq� �
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�
X

Clq�nClq�
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�
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�����

�

�� Der Wert der �	Tabelle bestimmt sich damit zu �Man beachte� da� der Clique
Clq� keine Knoten zugeordnet sind���

T��Clq�� �

� TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq� �
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�
��� 
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g� 
�
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��������
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�

����� 
����
���

����
Au�rischung
 Es liegen nun die folgenden Beobachtungen vor� Der Patient hat

vor kurzem Asien besucht aber sein R�ontgenbefund ist negativ� Als �ndings ergeben
sich die folgenden Tabellen T�nding�A� �

�
a� a�
� 	

�
und T�nding�D� �

�
d� d�
	 �

�
� die den

�	Tabellen der Cliquen Clq� und Clq� hinzu multipliziert werden� In Tabelle A�� sind
die neuen Werte der �	Tabellen dargestellt� Die Cliquen des Junction Trees sind jetzt
nicht mehr zueinander kalibriert� Es erfolgt eine Au�rischung auf dem Junction Tree�
Collect Evidence sieht nun wie folgt aus �siehe auch Abbildung A���a���

�� Die Cliquen Clq� schickt ihre Nachricht an die Clique Clq�� Von den Cliquen
Clq� und Clq� wird keine Nachricht an Clique Clq� geschickt� da der Junction
Tree vor dem Eintragen der Evidenzen schon kalibriert war� Von den Cliquen
Clq� und Clq� w�urde an die Clique Clq� keine ver�anderte Nachricht geschickt
werden� wie in der Tabelle A�� zu sehen ist�

�� Jetzt schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Darauf schickt Clique Clq� ihre Nachricht an Clique Clq� und Collect Evidence
terminiert�

Daraufhin erfolgt Distribute Evidence �siehe auch Abbildung A���b���

�� Die Clique Clq� schickt nun ihrerseits ihre Nachricht an Clique Clq��

�� Die Clique Clq� schickt ihre Nachricht an Clique Clq��
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��Tab�� Wert der ��Tabelle und Berechnungsvorschrift der ��Tabelle bei
��Tab� Zuordnung Collect Evidence Distribute Evidence

T��Clq�� siehe Tab� A��
➀ Absorption� ➄ Absorption�

TClq��Clq�
�

c� c�
� �

� �
	
	��� 	
����

�
TClq��Clq�

�
c� c�
� �

� �
� �

�

T��Clq�� siehe Tab� A��
➁ Absorption� ➃ Absorption�

TClq��Clq�

�
� c� c�

g� � �
g� � �

�
�

�
� 	
	��� 	
����

	
	��	 	
���	

�
�

TClq��Clq�

�
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�
�

�
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� �

�
�

T��Clq�� siehe Tab� A��
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�
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T��Clq�� siehe Tab� A��
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T��Clq�� siehe Tab� A��
➄ Absorption� ➀ Absorption�
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�

b� b�
� �

� �
	
	�	� 	
����

�

TClq��Clq�
�

b� b�
� �

� �
� �

�

T��Clq�� siehe Tab� A��

Tabelle A��� Shafer	Shenoy� �	Tabellen bei der Initialisierung� Es sind noch keine
Knoten instantiiert�
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��Tab�� Wert der ��Tabelle und Berechnungsvorschrift der ��Tabelle bei
��Tab� Zuordnung Collect Evidence Distribute Evidence

Hypothese d��
T��Clq�� T��Clq�� � T�nding�D�

➀ Absorption� ➄ Absorption�

TClq��Clq�
�

c� c�
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�

T��Clq�� siehe Tab� A��
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T��Clq�� siehe Tab� A��
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T��Clq�� siehe Tab� A��

➂ Absorption� ➀ Absorption�

TClq��Clq�
�

b� b�
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� �
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�
TClq��Clq�

�
b� b�
� �

� �
	
�	��	� �
����	�

�
Hypothese a��

T��Clq�� T��Clq�� � T�nding�A�

Tabelle A��� Shafer	Shenoy� �	Tabellen bei der Au�rischung� Es wurden die Knoten
A und D instantiiert�
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Abbildung A��� Shafer	Shenoy� Au�rischung eines Junction Trees nach der Eingabe
von neuen Beobachtungen �durch grau schra�erte Kreise gekennzeichnet�

�� Zum Abschlu� verschickt Clique Clq� ihre Nachrichten an die Cliquen Clq�� Clq�
und Clq�� Distribute Evidence terminiert�

Der Junction Tree ist nun wieder kalibriert� Die Ergebnisse f�ur die �	Tabellen sind
der Tabelle A�� zu entnehmen�
Die BEL	Werte f�ur die einzelnen Knoten des Bayesschen Netzes k�onnen durch Mar	

ginalisation aus jeder �	Tabelle bestimmt werden� in der sich der Knoten be�ndet� F�ur
den Knoten C wird dies hier exemplarisch gemacht�
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Bsp

A�� Weitere Anwendungen der Polynom�Propagie�

rung

In diesem Abschnitt werden nun noch einige Anwendungsm�oglichkeiten der Polynom	
Propagierung vorgestellt�



A��� Weitere Anwendungen der Polynom	Propagierung ���

In den n�achsten Beispielen werden die Wahrscheinlichkeitentabellen der Knoten
parametrisiert�

Beispiel A���� �apriori�Parametrisierung�
Sei der Graph wie in Abbildung ��� und die dazugeh�origen bedingten Wahrscheinlich	
keiten wie in Tabelle ��� gegeben� Die apriori	Wahrscheinlichkeit des Knotens A sei
nun nicht mehr P�A� � ������ ����� sondern P�A� � �A�� A��� Nach der Initialisie	
rung des Bayesschen Netzes kann man nun anhand der Beliefwerte den Ein�u� der
a	priori	Wahrscheinlichkeit ablesen�

BEL�A� � �

�
A�
A�

	
BEL�B� � �

�
��� A� " ��� A�
��� A� " ��� A�

	
BEL�C� � �

�
��� A� " ���� A�
��� A� " ���� A�

	
BEL�D� � �

�
���� A� " ����� A�
���� A� " ����� A�

	
BEL�E� � �

�
���� A� " ���� A�
���� A� " ���� A�

	
�

Unter der Voraussetzung von A� � � �A� erh�alt man�

BEL�A� �

�
A�

��A�
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�
��� A� " ��� ���A��
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�
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�
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���� A� " ���� ���A��

	
�

�
���� " ���� A�
���� � ���� A�

	
�

Die Beliefwerte der einzelnen Knoten sind also linear von A� abh�angig� Dieses ist in
der Abbildung A�� dargestellt�
Die Knoten C und E werden also am wenigsten von der apriori	Wahrscheinlichkeit

A� des Knotens A beein�u�t� Beim Knoten E betr�agt sie sogar maximal nur den Wert
����� Die Winkelhalbierende markiert die maximale Abh�angigkeit� d�h� eine Gerade
mit gr�o�erer Steigung ist nicht m�oglich� Bsp

Beispiel A���� �CPT�Parametrisierung�
Sei der Graph wie in Abbildung ��� und die dazugeh�origen a	priori	 und bedingten
Wahrscheinlichkeiten wie in Tabelle ��� gegeben� Die CPT des Knotens C wird para	
metrisiert und bestimmt sich nun zu

Tcpt�C� �

�� c� c�
a� X� X�
a� Y � Y �

�� �
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Abbildung A��� Der Beliefwert in Abh�angigkeit von A� beschreibt eine Gerade

Es gilt� X� � � �X� und Y � � � � Y �� Dieses soll aber noch nicht ausgenutzt
werden� um zu sehen� wie sich Knoten auf das Netz auswirken k�onnten� die mehr als
zwei Hypothesen besitzen�
Nach der Initialisierung des Bayesschen Netzes kann man nun anhand der Belief	

werte den Ein�u� der bedingten Wahrscheinlichkeiten ablesen�
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Unter der Voraussetzung von X� "X� � � und Y � " Y � � � erh�alt man�
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Jetzt wird ausgenutzt� da� X� � ��X� und Y � � �� Y � gilt� Man erh�alt�
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Die Beliefwerte der einzelnen Knoten sind also linear von X� und Y � abh�angig�
Dieses ist in der Abbildung A�� dargestellt�
Die Knoten A und B werden also von X� und Y � gar nicht beein�u�t� X� hat im

Vergleich zu Y � auf den Beliefwert der Knoten C � D und E nur einen sehr geringen
Ein�u�� Bei den Knoten D und E ist dieser sogar vernachl�assigbar klein�
Will man nun eine bestimmteWahrscheinlichkeitentabelle f�ur den Knoten C model	

lieren� so l�a�t sich ein lineares Gleichungssystem aufstellen� Kennt man die BEL	Werte
der Knoten D und E �z�B� seien BEL�D� �

�
	����
	����

�
und BEL�E� �

�
	����
	����

�
�� so erh�alt

man�
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����� � ����� � ���� X� � ���� Y �� ����� � ���� X� " ���� Y ��

Dies l�a�t sich mit dem Gau�schen Algorithmus �siehe 
Lamprecht ���� l�osen� und man
erh�alt�
mit �II� �� �II� 	 � & �I��

����� � ���� X� " ���� Y � �I�

������ � � ���� Y � �II�

und �II� �� �II�	��������

����� � ���� X� " ���� Y � �I�

���� � Y � �II�
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Abbildung A��� Der Beliefwert in Abh�angigkeit von X� und Y � beschreibt eine Ebene

Einsetzen von �II� in �I� und Umformen von �I� liefert�

���� � X� �I�

���� � Y � �II��

Die CPT des Knotens C bestimmt sich nun zu

Tcpt�C� �
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a� ���� ����
a� ���� ����

�� �
Bsp

Beispiel A���� �Sensitivit
atsanalyse�
Bei der Sensitivit�atsanalyse wird ein Eintrag einer Wahrscheinlichkeitentabelle syste	
matisch ver�andert� Die anderen Eintr�age der Wahrscheinlichkeitentabelle werden an
diese Ver�anderung angepa�t� so da� sich die entsprechenden Eintr�age immer noch zu
eins addieren� Wie in 
van der Gaag � Coup'e ��
 van der Gaag � Kj�rul� ��� erh�alt
man Ausdr�ucke� die linear abh�angig sind� in Abh�angigkeit der parametrisierten Ein	
tr�age der Wahrscheinlichkeitentabellen� Bsp
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A�� D�Separations�Kriterium

Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit ist an dieser Stelle das D	Separations Kriterium�
wie es schon im Abschnitt ����� de�niert ist� noch einmal aufgef�uhrt�

De�nition A���� �D�Separations�Kriterium I�
Seien X� Y und Z drei disjunkte Teilmengen von Knoten des gerichteten azyklischen
Graphen G des Bayesschen Netzes BN � Dabei mu� die Vereinigung von X� Y und Z
nicht die gesamte Knotenmenge des Graphen G ergeben� Dann d�separiert die Menge
Z die beiden Mengen X und Y voneinander �Schreibweise� � X j Z j Y �G�� wenn
es entlang jeden Pfades zwischen einem Knoten aus X und einem Knoten aus Y ein
Knoten w existiert� der eine der beiden nachfolgenden Eigenschaften erf�ullt�

�� w hat Vorg�angerknoten und weder w noch seine Nachfolgerknoten sind in Z� oder

�� w hat keine Vorg�angerknoten� und w ist in Z�

D

Z

Z

Z

X YZ

Abbildung A��� D	Separations	Kriterium� Drei Arten wie ein Pfad von X nach Y
durch die Menge Z blockiert werden kann� Wird jeder Pfad von X nach Y blockiert�
so sagt man� da� die Menge Z die beiden Menge X und Y voneinander d	separiert
�entnommen aus 
Russell � Norvig �����

Die folgende De�nition besagt dasselbe bzgl� des D	Separations Kriteriums wie die
obige De�nition� Beide De�nitionen zusammen tragen jedoch gut zum Verst�andnis des
D	Separations Kriteriums bei�

De�nition A���� �D�Separations�Kriterium II�
Eine Menge Z von Knoten d�separiert zwei Mengen von Knoten X und Y� wenn jeder
ungerichtete Pfad von einem Knoten in X zu einem Knoten aus Y durch Z blockiert
wird� Ein Pfad wird durch eine Menge Z von Knoten blockiert� wenn es einen Knoten
Z auf dem Pfad gibt� f�ur den eine der drei folgenden Bedingungen gilt�
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�� Z � Z und Z hat auf dem Pfad eine eingehende Kante und eine austretende
Kante�

�� Z � Z und beide Kanten von Z auf dem Pfad zeigen von Z weg�

�� Weder Z noch einer seiner Nachfolgerknoten sind in der Knotenmenge Z� und
beide Kanten auf dem Pfad zeigen zu Z hin�

D

Die obige De�nition ist in Abbildung A�� gra�sch veranschaulicht�
Abschlie�end jetzt noch zwei Beispiele bzgl� des D	Separations Kriteriums�
Das folgende Beispiel ist aus 
Pearl ��� entnommen�

Beispiel A���� �blockieren� aktivieren�
In Abbildung A�� d	separiert die Menge Z � fAg die beiden Mengen X � fBg und
Y � fCg voneinander� denn der Knoten A � Z blockiert den Pfad B � A� C� und
der Pfad B � D � C wird blockiert� da der Knoten D und seine Nachfolger nicht in
der Menge Z enthalten sind�

B C

A

D

E

Abbildung A��� D	Separations	Kriterium� Verdeutlichung zur De�nition von blockieren
und aktivieren

Andererseits separiert die Menge Z� � fA�Eg nicht die beiden anderen Mengen
X � fBg und Y � fCg� denn der Pfad B � D � C wird durch den Knoten E
aktiviert�

Bsp

Das nun folgende Beispiel stammt aus 
Russell � Norvig ����

Beispiel A���� �D�Separations�Kriterium�
Sei das BayesscheNetz in Abbildung A��� gegeben� Es ist ein einfaches Bayessches Netz
zur Darstellung des Sachverhaltes �Auto�� wobei nur die Zusammenh�ange zwischen
Batterie� Radio� Z�undung� Benzin� Starten und Fahren betrachtet werden�
Aus dem Graphen lassen sich mit dem D	Separations Kriterium z�B� die folgenden

Abh�angigkeiten folgern�
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A

B C D

E

F

Batterie

Radio Z�undung Benzin

Starten

Fahren

Abbildung A���� D	Separations	Kriterium� Beispielnetz Auto

�� Benzin und Radio sind unabh�angig voneinander� wenn Batterie bekannt ist�

�� Benzin und Radio sind unabh�angig voneinander� wenn gar keine Evidenz vor	
liegt�

�� Benzin und Radio sind abh�angig voneinander� wenn Evidenz �uber Starten
vorliegt� L�a�t sich das Auto nicht starten� dann ist das spielende Radio ein Indiz
daf�ur� da� die Batterie in Ordnung ist und das Benzin alle sein mu��

�� Benzin und Radio sind abh�angig voneinander� wenn Evidenz �uber Fahren
vorliegt� Fahren ist ein Nachfolger von Starten�

Bsp
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Anhang B

Mathematik

In diesem Anhang wird die Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen
formal und tiefergehender wie bisher vorgestellt sowie die sogenanntenMul�
tivariaten Polynome formal eingef�uhrt� Ebenso �nden sich hier in einem
eigenen Abschnitt wichtige Nebenrechnungen aus verschiedenen Kapiteln
dieser Arbeit�

B�� Algebra von Wahrscheinlichkeitentabellen

Die a	priori und bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zufallsvariablen m�ussen demKno	
ten zugeordnet werden� der mit der Zufallsvariablen assoziiert ist� In dieser Arbeit ge	
schieht dies durch Wahrscheinlichkeitentabellen� die die a	priori oder bedingten Wahr	
scheinlichkeiten jeweils einer Zufallsvariablen des Bayesschen Netzes zusammenfa�t�
Wahrscheinlichkeitentabellen sind bestimmte Tabellen �uber Knotenmengen� Alle not	
wendigen Berechnungen k�onnen als Berechnungen von Tabellen �uber Knotenmengen
angegeben werden� Im folgenden wird beschrieben� wie mit Tabellen �uber Knotenmen	
gen gerechnet wird� und welche besonderen Tabellen �uber Knotenmengen existieren�

De�nition B���� �Tabelle 
uber einer Knotenmenge�
Seien K�� � � � �Kn Knoten und bezeichne k��j� die j�	te Hypothese des Knotens K��
Weiter habe der Knoten K� genau jK�j Hypothesen� Ein mehrdimensionaler Vektor A
f�ur den gilt�

�i� Das Vektorelement A
j�� � � � � jn� steht f�ur die Kon�guration �k��j� � � � � � kn�jn� der
Knoten K�� � � � �Kn�

�ii� F�ur jede Kon�guration �k��j�� � � � � kn�jn� der Knoten K�� � � � �Kn existiert ein Vek	
torelement A
j�� � � � � jn� des mehrdimensionalen Vektors A�

wird als Tabelle �uber der Knotenmenge V � fK�� � � � �Kng bezeichnet� Sie wird mit
TV bezeichnet� Die Menge aller m�oglichen Tabellen �uber der Knotenmenge V �
fK�� � � � �Kng wird mitKV bezeichnet� wobeiK eineMenge ist� deren Elemente als Ein	
tr�age in den Tabellen erlaubt sind� Ein Zugri� auf die Elemente der Tabelle ist durch
Angabe eines Indizes m�oglich� T �K�� � � � �Kn�j������jn bezeichnet das Tabellenelement�
das f�ur die Kon�guration �k��j�� � � � � kn�jn� der Knoten K�� � � � �Kn steht� Man schreibt
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auch T �k��j�� � � � � kn�jn� anstatt T �K�� � � � �Kn�j������jn� Ist es eindeutig� f�ur welchen Kno	
ten ein Hypothesenname steht� so k�onnen die Hypothesennamen f�ur den Zugri� auf
die Tabelle auch in beliebiger Reihenfolge angegeben werden�
Ist �k��j�� � � � � kn�jn � ���i�� � � � � �m�im� eine Kon�guration der Knoten K�� � � � �Kn und

L�� � � � � Lm� dann gilt�

T �K�� � � � �Kn�k��j� �����kn�jn ����i� ������m�im
�

T �K�� � � � �Kn�k��j� �����kn�jn �d���i� �������m�im
� T �K�� � � � �Kn�k��j� �����kn�jn �

Mitd���i� wird angegeben� da� der Index ���i� weggelassen werden kann�
Mit T��K����� �Kn� wird die Tabelle �uber der Knotenmenge fK�� � � � �Kng bezeichnet�

die nur Einsen als Eintr�age in der Tabelle besitzt� D

Mit diesen Bezeichnungen wird nun die Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten und
die Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten eingef�uhrt�

De�nition B���� �Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten�
Seien V�� � � � � Vn die Vorg�anger �Elternknoten� des Knotens K� bezeichne v��j� die j�	te
Hypothese des Vorg�angerknotens V� �� 	 j 	 jV�j� und ki �i � �� � � � � r� die Hypothesen
von K� �jKj � r�� Eine Tabelle T �K�V�� � � � � Vn� � KV mit V � fV�� � � � � Vng und K
ist die Menge der reellen Zahlen von � bis � �K � 
������ f�ur die gilt�

�i� T �K�V�� � � � � Vn�i�j������jn ist das i� j�� � � � � jn	te Element mit

T �K�V�� � � � � Vn�i�j������jn � P�ki j v�j�� � � � � vnjn��

�ii�
Pr

i�� T �K�V�� � � � � Vn�i�j������jn � ��

hei�t Tabelle bedingter Wahrscheinlichkeiten� die P�K j V�� � � � � Vn� repr�asentiert� Sind
die Elternknoten von K bekannt� so schreibt man f�ur die Tabelle bedingter Wahrschein�
lichkeiten von K auch Tcpt�K�� Sie gibt die Wahrscheinlichkeit f�ur das Eintre�en einer
Hypothese ki des Knotens K in Abh�angigkeit von den Zust�anden v��j�� � � � � vn�jn der
Elternknoten V �� � � � �V n an �� 	 j� 	 jV�j� �� � �� � � � � n��� D

De�nition B���� �Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten�
Seien die Knoten K�� � � � �Kn gegeben und bezeichne k��j� die j�	te Hypothese des Kno	
tens K� �� 	 j 	 jK�j�� Eine Tabelle T �K�� � � � �Kn� � KV mit V � fK�� � � � �Kng
und K ist die Menge der reellen Zahlen von � bis � �K � 
������ f�ur die gilt�

�i� T �K�� � � � �Kn�j������jn ist das j�� � � � � jn	te Element mit

T �K�� � � � �Kn�j������jn � P�k��j�� � � � � kn�jn��

�ii�
P

��j��jK�j�������jn�jKnj
T �K�� � � � �Kn�j������jn � ��

hei�t Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten �joint probability table �JPT��� die
P�K�� � � � �Kn� repr�asentiert� Sie gibt die Wahrscheinlichkeit f�ur das Eintre�en ei	
ner Hypothesenkombination �k��j� � � � � � kn�jn� der Knoten K�� � � � �Kn an �� 	 j� 	
jK�j� �� � �� � � � � n��� D
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Um bei einer Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten sicher zu stellen� da� sich
die Tabelleneintr�age insgesamt zu Eins addieren� kann die Tabelle mit einem Normali	
sierungsfaktor versehen werden� Dieser Normalisierungsfaktor wird auch als Normali�
sierungskonstante � bezeichnet�

De�nition B���� �Wahrscheinlichkeitentabelle�
Die Tabellen bedingter Wahrscheinlichkeiten und die Tabellen gemeinsamer Wahr	
scheinlichkeiten werden zusammenfassend auch als Wahrscheinlichkeitentabellen be	
zeichnet� D

Beispiel B����
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P�A� des Knotens A mit den Zust�anden �Hypothe�
sen� a�� � � � � an ist eine eindimensionale Wahrscheinlichkeitentabelle �uber dem Knoten
A� Sei P�A� gegeben durch�

P�a�� � x�� � � � �P�an� � xn

Dann ergibt sich f�ur die Wahrscheinlichkeitentabelle des Knotens A mit den Hypothe	
sen a�� � � � � an�

T �A� �

�
a� � � � an
x� � � � xn

�
� d�h�

der Zustand ai des Knotens A tri�t mit der Wahrscheinlichkeit xi ein� Bsp

De�nition B���
 �Gleichheit von Tabellen�
Zwei Tabellen T �K�� � � � �Kn� und T �V�� � � � � Vn� hei�en gleich� wenn sie �uber denselben
Knotenmengen gebildet wurden und die sich entsprechenden Tabelleneintr�age in beiden
Tabellen identisch sind� Man schreibt� T �K�� � � � �Kn� � T �V�� � � � � Vn�� D

Jetzt folgen die verschiedenen Operationen� die auf den Tabellen und die mit den
Tabellen notwendig sind� Dazu z�ahlen die Multiplikation� die Division sowie die Mar�
ginalisation von Tabellen�

De�nition B���� �Multiplikation von Tabellen�
Seien TV und TW zwei beliebige Tabellen �uber den Knotenmengen V � fA�� � � � � Aa�
C�� � � � � Ccg und W � fB�� � � � � Bb� C�� � � � � Ccg mit a " c � jVj� b " c � jWj und
V 
W � fC�� � � � � Ccg� so nennt man die gem�a�

KV �KW � KV�W�

�TV� TW� �� TV�W � TV � TW

mit

T �A�� � � � � Aa� B�� � � � � Bb� C�� � � � � Cc�r������ra�s������sb�t������tc �

� T �A�� � � � � Aa� C�� � � � � Cc�r������ra�t������tc � T �B�� � � � � Bb� C�� � � � � Cc�s������sb�t������tc

gebildete Tabelle �uber der Knotenmenge V �W das Produkt von TV und TW� D

Bei der Multiplikation von zwei Tabellen entsteht somit eine Tabelle� die um die
Dimension der Knoten w�achst� die nicht in beiden Tabellen enthalten sind�
Im Folgenden ist hierzu ein Beispiel angegeben�
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Beispiel B���� �Tabellenmultiplikation�

Sei T �K��K�� �

�
k��� k���

k��� x��� x���
k��� x��� x���

�
und T �K��K�� �

�
k��� k���

k��� y��� y���
k��� y��� y���

�
�

Dann gilt�

T �K��K�� � T �K��K�� �

�

�
k��� k���

k��� x��� x���
k��� x��� x���

�
�

�
k��� k���

k��� y��� y���
k��� y��� y���

�
�

�

����
k��� k���

k���
k��� z����� � x��� � y��� z����� � x��� � y���
k��� z����� � x��� � y��� z����� � x��� � y���

k���
k��� z����� � x��� � y��� z����� � x��� � y���
k��� z����� � x��� � y��� z����� � x��� � y���

���� � T �K��K��K���

Bsp

Die Division einer beliebigen Tabelle TV durch eine andere beliebige Tabelle TW
verl�auft �ahnlich wie die Multiplikation zweier Tabellen� wobei man Vorsicht walten
lassen mu�� wenn der Divisor Nullen als Tabelleneintr�age enth�alt�

De�nition B���� �Division von Tabellen�
Seien TV und TW zwei beliebige Tabellen �uber den Knotenmengen V � fA�� � � � � Aa�
C�� � � � � Ccg und W � fB�� � � � � Bb� C�� � � � � Ccg mit a " c � jVj� b " c � jWj und
V 
W � fC�� � � � � Ccg� so nennt man die gem�a�

KV �KW � KV�W�

�TV� TW� �� TV�W �
TV
TW

mit

T �A�� � � � � Aa� B�� � � � � Bb� C�� � � � � Cc�r������ra�s������sb�t������tc �

�
T �A�� � � � � Aa� C�� � � � � Cc�r������ra�t������tc
T �B�� � � � � Bb� C�� � � � � Cc�s������sb�t������tc

�
Dividend

Divisor
�

�

�����
� Dividend � � �Divisor � ��
Dividend
Divisor Divisor �� ��

� �nicht de�niert� sonst

gebildete Tabelle �uber der Knotenmenge V �W den Quotienten von TV und TW� D

Dieses soll an einem Beispiel verdeutlicht werden�

Beispiel B����� �Tabellendivision�

Sei T �K��K�� �

�
k��� k���

k��� x��� x���
k��� x��� x���

�
�

�
k��� k���

k��� 
 �
k��� � �

�

und T �K��K�� �

�
k��� k���

k��� y��� y���
k��� y��� y���

�
�

�
k��� k���

k��� 
 �
k��� � �

�
�
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Dann gilt�

T �K��K��	T �K��K�� �
T �K��K��

T �K��K��
�

�

�
k��� k���

k��� x��� x���
k��� x��� x���

�
�

k��� k���
k��� y��� y���
k��� y��� y���

� �
�

k��� k���
k��� 
 �
k��� � �

�
�

k��� k���
k��� 
 �
k��� � �

� �

�

����
k��� k���

k���
k��� z����� � x����y��� z����� � x����y���
k��� z����� � x����y��� z����� � x����y���

k���
k��� z����� � x����y��� z����� � x����y���
k��� z����� � x����y��� z����� � x����y���

���� � T �K��K��K�� �

�

����
k��� k���

k���
k��� 
 �
k��� � �

k���
k��� 
 �
k��� � �

���� �
Die Tabelle ist insgesamt nicht de�niert� da ein Tabelleneintrag �mit � markiert� nicht
de�niert ist� Bsp

De�nition B����� �Marginalisation�
Sei TV eine Tabelle �uber der Knotenmenge V � fA�� � � � � Aa� B�� � � � � Bbg �a � N�� b �
N� undW � fA�� � � � � Aag � V eine Teilmenge von V� so nennt man die gem�a�

KV � KW�

TV �� TW �
X
VnW

TV

mit

T �A�� � � � � Aa�r������ra �

�jB�j�����jBbj�X
�s������sb�����������

T �A�� � � � � Aa� B�� � � � � Bb�r������ra�s������sb

gebildete Tabelle TW die Marginalisation von TV� D

Beispiel B����� �Marginalisation�
Wenn P�A�B�� � � � � Bn� gegeben ist� dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeitsvertei	
lung P�A� wie folgt�

P�ai� �

�jB�j�����jBnj�X
�j������jn���	�����	�

P�ai� b�j�� � � � � bnjn� � i � �� � � � � jAj�

Die gesamten Eintr�age einer Tabelle gemeinsamerWahrscheinlichkeiten summieren sich
zu �� So kann man bei der Wahrscheinlichkeitsverteilung P�A� eines Knotens A auch
von einer Tabelle gemeinsamer Wahrscheinlichkeiten reden� Bsp

Eine wichtige Eigenschaft der Marginalisation wird im folgenden Satz beschrieben�
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Satz B�����
Seien V undW disjunkte Knotenmengen� d�h� V
W � �� U � V und seien TV und
TW Tabellen �uber diesen Knotenmengen� Dann gilt�X

U

�TW � TV� � TW �
X
U

TV

S

Ein Beweis zu diesem Satz l�a�t sich leicht herleiten und bleibt dem interessierten Le	
ser �uberlassen� Tabellen k�onnen also aus der Marginalisation herausgeholt werden�
wenn sie keine Knoten enthalten� �uber die marginalisiert wird� Dies wird im folgenden
Beispiel B����� illustriert�

Beispiel B����� �Produkt�Marginalisation�

Sei T �K��K�� �

�
k��� k���

k��� x��� x���
k��� x��� x���

�
und T �K��K�� �

�
k��� k���

k��� y��� y���
k��� y��� y���

�
�

Das Produkt beider Tabellen berechnet sich zu

T �K��K�� � T �K��K�� �

����
k��� k���

k���
k��� x��� � y��� x��� � y���
k��� x��� � y��� x��� � y���

k���
k��� x��� � y��� x��� � y���
k��� x��� � y��� x��� � y���

���� � T �K��K��K���

Es gilt�X
K�

T �K��K�� � T �K��K�� �
X
K�

T �K��K��K�� �

�

�
k��� k���

k��� x��� � y��� � x��� � y��� x��� � y��� � x��� � y���
k��� x��� � y��� � x��� � y��� x��� � y��� � x��� � y���

�
�

�

�
k��� k���

k��� x��� � �y��� � y���� x��� � �y��� � y����
k��� x��� � �y��� � y���� x��� � �y��� � y����

�
�

�

�
k��� k���

k��� x��� x���
k��� x��� x���

�
�

�
k��� k���

y��� � y��� y��� � y���

�
� T �K��K�� �

X
K�

T �K��K���

Bei der Berechnung von
P

K�
T �K��K�� � T �K��K�� sind � Multiplikationen und �

Additionen notwendig� wohingegen bei der Berechnung des Termes von T �K��K�� �P
K�
T �K��K�� nur � Multiplikationen und � Additionen anfallen� Durch geschick	

tes Herausziehen von Faktoren aus der Marginalisation wird also der Rechenaufwand
enorm verringert� Bsp

B�� Multivariate Polynome

F�ur den geneigten Leser werden im Folgenden die multivariaten Polynome formal de	
�niert und eine Kurzschreibweise eingef�uhrt�



B��� Multivariate Polynome ���

Dann werden mit der Kurzschreibweise notwendige Operationen zwischen multi	
variaten Polynomen de�niert� Dies sind die Addition und die Multiplikation zweier
multivariater Polynome miteinander und die Skalarmultiplikation von einer Konstan	
ten mit einem multivariaten Polynom� F�ur das Verst�andnis des Lesers tr�agt die Kurz	
schreibweise bei� wenn er sich im Anfang bei der De�nition der Operationen auf die
Betrachtung von �normalen� Polynomen mit einer Variablen �den sogenannten univa�
riaten Polynomen� einschr�ankt� F�ur die Handhabung der Poylnome in einem Rechner
wird der Begri� der Ordnung eingef�uhrt� Die Polynome k�onnen dadurch so in einer
Form im Rechner dargestellt werden� da� schnell Vereinfachungen m�oglich sind� Zum
Beispiel l�a�t sich das Polynom x � y � z " z � x � y vereinfacht als � � x � y � z darstellen�
Dazu im folgenden ein paar De�nitionen und Schreibweisen f�ur Polynome�

De�nition B���� �Polynom�
Sei R ein kommutativer Ring mit �� Dann ist

f � f�x�� � � � � xn� �
X

���	������n�	

a��������n � x
��
� � � � � � x�nn

ein Polynom in den Unbestimmten x�� � � � � xn mit Koe�zienten a� in R�
Man schreibt auch�

f �
X
��a� ��	

a� �X
��

Ist n � �� so redet man von univariaten Polynomen� Im Falle n � � hei�en die
Polynome multivariat� D

F�ur die Kurzschreibweise von Polynomen werden Multiindizes eingef�uhrt�

Bemerkung B���� �Multiindizes�
In der vorhergehenden De�nition wird 
 als ein Multiindex verwendet� Es gilt�

�i� 
 � �
�� � � � � 
n� � Nn�

�ii� 
 " � � �
� " ��� � � � � 
n " �n��

�iii� j
j � 
� " � � �" 
n�

�iv� a� � a��������n und

�v� X� � x��� � � � � � x�nn �

Bem

Jetzt mu� noch gekl�art werden� wie zwei Polynome miteinander addiert bzw� mul	
tipliziert werden� Bez�uglich der Multiplikation von Polynomen ist zu beachten� da� es
zu einem nichtkonstanten Polynom kein Inverses existiert� Die Menge der Polynome
zusammen mit den Operationen " und � bildet also keinen K�orper
 man spricht daher
von einem Polynomring �R
x�� � � � � xn��"� ���
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De�nition B���� �Polynomring�
Sei R kommutativer Ring mit �� Die Menge aller Polynome in x�� � � � � xn mit Koe�zi	
enten in R �R
x�� � � � � xn�� bildet zusammen mitX

�

a�X
� "

X
�

b�X
� ��

X
�

�a� " b��X
�

�X
�

a�X
�
�
�
�X

�

b�X
�
�
��
X
�

� X
�����

a�b�

�
X�

�
�X

�

a�X
�
�
��
X
�

�a�X
� � � � R

einen Polynomring �kommutative R	Algebra mit ��� D

F�ur den Rechner sind die beiden Polynome � �x"� � y und � � �� � y"x� verschie	
den� obwohl sie dieselben Ergebnisse liefern� Es ist also notwendig� da� eine eindeutige
Repr�asentation der Polynome gew�ahrleistet wird� Wenn Elemente einer Menge mitein	
ander vergleichbar sind� so spricht man von einer teilweisen Ordnung�

De�nition B���� �teilweise Ordnung�
Sei X eine Menge� Eine Relation R � X �X hei�t teilweise Ordnung auf X� falls gilt�

�i� �x� x� � R �x � X

�ii� �x� y� � R � �y� x� � R� y � x

�iii� �x� y� � R � �y� z� � R � �x� z� � R

Wir sprechen dann auch von einer teilweisen Ordnung � �abk�urzend f�ur �R� auf R
und schreiben x � y oder y � x� falls �x� y� � R bzw� x � y oder y � x� falls x � y
und x �� y� D

F�ur den besonderen Fall� da� alle Elemente einer Menge untereinander vergleichbar
sind� so bezeichnet man die teilweise Ordnung auch als totale Ordnung�

De�nition B���� �totale Ordnung�
Eine teilweise Ordnung � auf X hei�t totale Ordnung� falls sich je zwei Elemente von
X bzgl� � vergleichen lassen�

x� y � X � x � y oder x � y oder x � y�

D

B�� Nebenrechnungen

Beispiel B���� �Asienbesuch �Shafer�Shenoy Skripte��
Hier sind die Nebenrechnungen zum Beispiel ������ aufgef�uhrt�
Ist man an der �	Tabelle der Clique Clq� interessiert� so erh�alt man�

T��Clq�� � Tcpt�D� � TClq��Clq�
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� Tcpt�D� � �
X
EG

T��Clq��nClq��

� Tcpt�D� � �
X
EG

TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq��

� Tcpt�D� � �
X
EG

�
X
H

T��Clq��nClq�� � �
X
F

T��Clq��nClq�� �

�
X
B

T��Clq��nClq���

� Tcpt�D� � �
X
EG

�
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � TClq��Clq���

� Tcpt�D� � �
X
EG

�
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

T��Clq��nClq����

� Tcpt�D� � �
X
EG

�
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B����

Die �	Tabelle der Clique Clq� berechnet sich wie folgt�

T��Clq�� � Tcpt�H� � TClq��Clq�

� Tcpt�H� � �
X
E

T��Clq��nClq��

� Tcpt�H� � �
X
E

TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq��

� Tcpt�H� � �
X
E

�
X
D

T��Clq��nClq�� �

�
X
F

T��Clq��nClq�� �

�
X
B

T��Clq��nClq���

� Tcpt�H� � �
X
E

�
X
D

Tcpt�D�� �

�
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � TClq��Clq���

� Tcpt�H� � �
X
E

�
X
D

Tcpt�D�� �

�
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

T��Clq��nClq����
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� Tcpt�H� � �
X
E

�
X
D

Tcpt�D�� �

�
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B����

Die �	Tabelle der Clique Clq� berechnet sich zu�

T��Clq�� � Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � TClq��Clq�

� Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � �
X
C

T��Clq��nClq��

� Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � �
X
C

TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq��

� Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � �
X
C

�
X
D

T��Clq��nClq�� �

�
X
H

T��Clq��nClq�� �

�
X
B

T��Clq��nClq���

� Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � �
X
C

�
X
D

Tcpt�D�� �

�
X
H

Tcpt�H�� �

�
X
B

Tcpt�C� � TClq��Clq���

� Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G� � �
X
C

�
X
D

Tcpt�D�� �

�
X
H

Tcpt�H�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

Die �	Tabelle der Clique Clq� ist�

T��Clq�� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq�

� �
X
D

T��Clq��nClq�� � �
X
H

T��Clq��nClq�� � �
X
F

T��Clq��nClq�� �

�
X
B

T��Clq��nClq��

� �
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � TClq��Clq��

� �
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

T��Clq��nClq���
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� �
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G�� �

�
X
B

Tcpt�C� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B���

Die �	Tabelle der Clique Clq� ist�

T��Clq�� � Tcpt�C� � TClq��Clq� � TClq��Clq�

� Tcpt�C� � �
X
G

T��Clq��nClq�� � �
X
A

T��Clq��nClq��

� Tcpt�C� � �
X
G

T��Clq��nClq�� � �
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B��

� Tcpt�C� � �
X
G

TClq��Clq� � TClq��Clq� � TClq��Clq�� �

�
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B��

� Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

TClq�nClq�� � �
X
H

TClq�nClq�� � �
X
F

TClq�nClq��� �

�
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B��

� Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

Tcpt�D�� � �
X
H

Tcpt�H�� � �
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G��� �

�
X
A

Tcpt�A� � Tcpt�B��

Ist man an der �	Tabelle der Clique Clq� interessiert� so erh�alt man�

T��Clq�� � Tcpt�A� � Tcpt�B� � TClq��Clq�

� Tcpt�A� � Tcpt�B� � �
X
CE

T��Clq��nClq��

� Tcpt�A� � Tcpt�B� � �
X
CE

Tcpt�C� � TClq��Clq��

� Tcpt�A� � Tcpt�B� � �
X
CE

Tcpt�C� � �
X
G

T��Clq��nClq���

� Tcpt�A� � Tcpt�B� � �
X
CE

Tcpt�C� � �
X
G

�
X
D

Tcpt�D�� �

�
X
H

Tcpt�H�� �

�
X
F

Tcpt�E� � Tcpt�F � � Tcpt�G����

Bsp



��� Anhang B� Mathematik

Beispiel B���� �Polynom�Rollup�
Hier ist der BEL	Wert vom Knoten N � noch nicht faktorisiert dargestellt�

BEL�N�� �

� �

�
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Anhang C

RUBIN

Im folgenden werden einige Berechnungsvorg�ange des implementierten
Programmes RUBIN dokumentiert� Diese Dokumentation geschieht mit	
tels kommentierten Befehlsaufrufen und Befehlsausgaben und Bildschir	
mabz�ugen an ausgew�ahlten Beispielen� die in dieser Arbeit in vorangegan	
genen Abschnitten vorgestellt wurden�

Die Inferenzalgorithmen �wie zum Beispiel die Shafer	Shenoy Architektur oder die
Polynom	Propagierung� wurden in LISP 
Steele ��
 Norvig ��
 Graham ��
 Norvig �
Pitman ��� implementiert und die Ober��ache in tcl�tk 
Welch ��
 Raines ��
 Johnson
��� geschrieben�

C�� Mehrfach verbundene Bayessche Netze

In diesem Abschnitt werden die Berechnungsvorg�ange an mehrfach ver	
bundenen Bayesschen Netzen vorgef�uhrt�

Beispiel C���� �Hypothesenparametrisierung�
F�ur die Hypothesenparametrisierung �siehe das Beispiel ������� wird das Bayessche
Netz Gehirntumor als Beispielnetz herangezogen �siehe Beispiel ������ Abbildung ���
und Tabelle ����� F�ur die De�nition eines Knotens K in einem Schema werden die
folgenden Angaben ben�otigt�

� sein eindeutiger Name� der im Schema nur einmal vorkommt

� die Anzahl der Hypothesen des Knotens

� die Namen der Hypothesen des Knotens

� die Elternknoten� die er besitzt� wenn sein Schema als erste Zeitscheibe �t � ��
instantiiert wird

� die Wahrscheinlichkeitentabelle �a	priori oder bedingte Wahrscheinlichkeiten��
die er besitzt� wenn sein Schema als erste Zeitscheibe �t � �� instantiiert wird

� die Elternknoten� die er besitzt� wenn sein Schema als Zeitscheibe t � � instan	
tiiert wird
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� die Wahrscheinlichkeitentabelle �a	priori oder bedingte Wahrscheinlichkeiten��
die er besitzt� wenn sein Schema als Zeitscheibe t � � instantiiert wird

Diese Angaben sind in der folgenden Datei enthalten� die die Knoten des Bayesschen
Netzes Gehirntumor de�niert� In dieser Datei ist also nicht nur die Struktur des Bayes	
schen Netzes enthalten� sondern auch alle a	priori und bedingten Wahrscheinlichkeiten
der Knoten� Exemplarisch sind nur die beiden Knoten A und D aufgef�uhrt�

� ��� Modell fuer mehrfach verknuepfte Bayessche Netze

� ��� Boris Brandherm

���


 ��� Gehirntumor �Neapolitan � Pearl�

���


 ���

��� A

	 ��� � �

��� � �

�� ��� � �

��� B C

�� ��� � � �

��� � � �

�
 ��� � � �

��� D E

�
 ���

���

�	 ��� Definition der Knoten�

���

�� ��� ��������

���

�� ��� Knoten A

���

�
 ���

�Def	Netica	Node

�
 �� eindeutiger Name des Knotens im Schema


A


�	 �� kind� NATURE�NODE DECISION�NODE UTILITY�NODE ASSUME�NODE

NATURE�NODE

�� �� chance or determin

�chance

�� �� Anzahl der Hypothesen

�

�
 �� Namen der Hypothesen

��
a

 
a�
�

�
 �� Elternknoten des Knotens

�� �Hat sowohl als Zeitscheibe t � � oder

�	 �� als Zeitscheibe t � � keine Elternknoten��

����


� �start ���

�� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �


� NIL

�� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �



 ���lambda �node state	number� �float �nth state	number ����� �������

�� state



 �dynamic

�� Aliasnamen des Knotens nicht definiert


	 �� print	name optional
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�

�� �����

��� ��������

�� ���

��� Knoten D

�
 ���

���

�
 �Def	Netica	Node

�� eindeutiger Name des Knotens im Schema

�	 
D


�� kind


� NATURE�NODE

�� chance or determin


� �chance

�� Anzahl der Hypothesen



 �

�� Namen der Hypothesen



 ��
d

 
d�
�

�� Elternknoten des Knotens


	 ����

�start �
B
 
C
��

�� �� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �

NIL

�� �� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �

���lambda �node state	number states	array�

�
 �float

�cpt	d	under	bc state	number �� D

�
 �foreign	aref states	array �� �� B

�foreign	aref states	array 
� �� C

�	 �

�� float

	� �� lambda

�� state

	� �dynamic

�� Aliasnamen des Knotens nicht definiert

	
 �� print	name optional

�

	
 ��

�� CPT fuer D �Zeitscheibe � ��

		 ��

�� � C �

�� �� � c
 � c� �

�� �													�													�

�� �� � B � B �

�� � b
 � b� � b
 � b� �

�
 �� 					�						�						�						�						�

�� d
 � ���� � ���� � ���� � ���� �

�
 �� D 			�						�						�						�						�

�� d� � ���� � ���� � ��
� � ���� �

�	 �� 					�						�						�						�						�

��

��� �defun cpt	d	under	bc �d b c�

�nth d

��� �nth b

�nth c

��
 ���
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����� ����� � P�D � b
� c
�

��
 ����� ������ � P�D � b�� c
�

�

��	 ����� ��
�� � P�D � b
� c��

����� ������ � P�D � b�� c��

��� �

�� nth c

��� �� nth b

�� nth d

��
 �� defun cpt	d	under	bc

�����

Die folgende Datei l�adt das Modell des Bayesschen Netzes ein und erzeugt eine
Instanz davon� Z�B� wird durch den Befehl �Get	Netica	Node	from	spec 
E
 �time ��

der Knoten E und alle seine Vorg�angerknoten des Modells erzeugt�

� �Make	NeticaEnvironment�

� �Make	NewNet 
cancer
�

��


 �� Modell des Netzes einladen

��


 �load 
�WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��modell	cancer
�

��

	 �� eine Instanz des Netzes erzeugen� ���

��

�� �Get	Netica	Node	from	spec 
E
 �time ��

�Get	Netica	Node	from	spec 
D
 �time ��

Im folgenden wird gezeigt� wie die Instanz des Bayesschen Netzes Gehirntumor und
der dazugeh�orige Junction Tree erzeugt werden�
Als erstes wird das Hauptprogramm geladen�

USER�
�� �load 
rubin
�

� Loading ��rubin�lisp

��� � � ��� � � � 	 		 			 �������������

� � � � � � � �� � 	 		 			 �������������

��� � � ��� � � � � 	 		 			 �������������

� � � � � � � � �� 	 		 			 �������������

� � ��� ��� � � � 	 		 			 �������������

Rollup Benutzer	Interface

�� Laedt alle benoetigten Module fuer Rollup ein�

�����

T

USER���� �in	package �clustering�

��The CLUSTERING package�

CLUSTERING����

Jetzt wird das Modell des Bayesschen Netzes eingeladen und die Instanz in Netica
erzeugt�

CLUSTERING���� �load 
�WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��demo	cancer
�

� Loading �WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��demo	cancer�lisp

� Loading �WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��modell	cancer�lisp
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Creating new Netica node named 
E��


Creating new Netica node named 
C��


Creating new Netica node named 
A��


Creating new Netica node named 
D��


Creating new Netica node named 
B��


T

CLUSTERING����

Jetzt werden die Knoten aus Netica nach RUBIN �ubertragen�

CLUSTERING���� �SETF KNOTENLISTE

�MAPCAR ��GETNODENAME�BN

�NODELIST�BN	TO	LIST �GETNETNODES�BN �NET�����

�
A��
 
B��
 
C��
 
D��
 
E��
�

CLUSTERING���� �SETF HASH �MAKE	RUBIN	GRAPH	FROM	NETICA KNOTENLISTE �NET���

Habe die Netzstruktur� Erzeuge die Matrizen�

��EQUAL hash	table with � entries � �x����� a�

CLUSTERING� ��

Das Bayessche Netz l�a�t sich nun mit dem Visualisierungsprogramm von RUBIN
bildlich darstellen� In Abbildung C�� ist das Beispielnetzes Gehirntumor� wie es mit
RUBIN angezeigt wird� als Bildschirmabzug zu sehen�

Abbildung C��� Bildschirmabzug des Beispielnetzes Gehirntumor �DAG�

Der Graph wird nun moralisiert und trianguliert �Das Ergebnis der Triangulierung
ist in Abbildung C�� als Bildschirmabzug von RUBIN zu sehen��� Dazu wird f�ur die
Triangulierung die Eliminationsreihenfolge bestimmt�

CLUSTERING� �� �MAKE	MARKOV	GRAPH HASH�

��
B��
 
C��
��

CLUSTERING���� �MULTIPLE	VALUE	SETQ �ELIM TRIANGULATION�

�GREEDY	ELIM HASH KNOTENLISTE��

�� Anstatt �MULTIPLE	VALUE	SETQ �ELIM TRIANG����� koennen die beiden
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�� nachfolgenden aukommentierten Funktionen aufgerufen werden

���setf elim �enumber	nodes hash Knotenliste��

���setf Triangulation �fill	in elim hash��

�
E��
 
D��
 
C��
 
B��
 
A��
�

CLUSTERING����

Abbildung C��� Bildschirmabzug des Beispielnetzes Gehirntumor �trianguliert�

Aus dem triangulierten Graphen wird der Junction Graph bestimmt und jeder
Knoten des Graphen einer Clique zugeordnet�

CLUSTERING���� �SETF JOIN	HASH �FORM	JUNCTION	GRAPH ELIM HASH��

clique�
 �� ��

clique�� �� � ��

clique�� �� � ��

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens A��� � ��A����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens B��� � ��A��� �B�� A����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens C��� � ��A��� �B�� A��� �C�� A����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens D��� � ��D�� B�� C����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens E��� 
 ��E�� C����

��EQUAL hash	table with � entries � �x��d��fa�

CLUSTERING����

Wie man oben ablesen kann� wird der Knoten D der Clique Clq� zugeordnet� und
die Clique Clq� enth�alt eine �� �	Tabelle�
Durch L�oschen von gewissen Kanten im Junction Graph erh�alt man den Junction

Tree des Bayesschen Netzes Gehirntumor�

CLUSTERING���� �FORM	JUNCTION	TREE JOIN	HASH�

��� �� �
 ���

CLUSTERING�
���
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Abbildung C��� Bildschirmabzug des Beispielnetzes Gehirntumor �Junction Tree�

Als Ausgabe erh�alt man die Kanten� die im Junction Tree die Cliquen miteinander
verbinden� In diesem Beispiel sind es die Kanten �� �� �Clq� wird mitClq� verbunden�
und �� �� �Clq� wird mit Clq� verbunden�� wie man in Abbildung C�� vergleichen
kann�
Durch einen Doppelklick im Visualisierungsprogramm von RUBIN auf eine Clique

des Junction Trees wird ein Infofenster ge�o�net und zus�atzliche Daten �uber die Clique
dem Benutzer zur Verf�ugung gestellt� In Abbildung C�� ist das Infofenster f�ur die
Clique Clq� abgebildet�

Abbildung C��� Bildschirmabzug des Beispielnetzes Gehirntumor �Infofenster�

Auf dem Junction Tree kann nun der Inferenzalgorithmus gestartet werden� Als
erstes wird der Junction Tree initialisiert� Man erkennt leicht die beiden Phasen Collect
Evidence und Distribute Evidence�

CLUSTERING�
��� �INITIALIZE	JUNCTION	TREE	SYM JOIN	HASH�
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���������������

COLLECT EVIDENCE �SYM�

Status von Clique 
 ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� nach Clique � �Groesse� ��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� nach Clique 
 �Groesse� ��

������������������

DISTRIBUTE EVIDENCE �SYM�

Status von Clique 
 ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
 �Groesse� �� zu Clique � �Groesse� ��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� zu Clique � �Groesse� ��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

NIL

CLUSTERING�

��

Die Clique Clq� ist in diesem Beispiel die Wurzelclique�
Jetzt werden die Hypothesen des Knotens A parametrisiert�

CLUSTERING�

�� �UPDATE	JUNCTION	TREE	SYM JOIN	HASH ���
A��
 �
A

 
A�
����

���� Neue Evidenz in Clique � eingetragen�

���������������

COLLECT EVIDENCE �SYM�

Status von Clique 
 ist �collect� COLLECTED� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECTED� �pruning� NO��

��� Keine neuen Informationen in der Clique ��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� nach Clique 
 �Groesse� ��

������������������

DISTRIBUTE EVIDENCE �SYM�

Status von Clique 
 ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
 �Groesse� �� zu Clique � �Groesse� ��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� zu Clique � �Groesse� ��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

NIL

CLUSTERING�
���

Wie man erkennt� werden nur von der Clique Clq� die Informationen gesammelt�
da in der Clique Clq� keine neuen Informationen stehen�
Durch die Parametrisierung der Hypothesen des Knotens A ist jetzt der BEL	Wert

jeden Knotens des Bayesschen Netzes ein Polynom in Abh�angigkeit der Parameter�
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CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
A��
 HASH JOIN	HASH�

a
� ��

�� �� A
 ����������� ����

�� �� A
 ����������� �� A� ��������
� �����

a�� ��

�� �� A� ��������
� ����

�� �� A
 ����������� �� A� ��������
� �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
B��
 HASH JOIN	HASH�

b
� ��

�� �� A� ��
 �����
� �� A
 ��
 �����
� ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ����������� �����

b�� ��

�� �� A� �� �������� �� A
 ������������ ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ����������� �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
C��
 HASH JOIN	HASH�

c
� ��

�� �� A� ������������ �� A
 ������������ ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ����������� �����

c�� ��

�� �� A� ��� ������� �� A
 ��
 �����
� ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ����������� �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
D��
 HASH JOIN	HASH�

d
� ��

�� �� A� ��
� ����
� �� A
 ��
��� ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ���� �����

d�� ��

�� �� A� �� �������� �� A
 ������ ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ���� �����

NIL

CLUSTERING�
 �� �SHOW	BELIEF	SYM �
E��
 HASH JOIN	HASH�

e
� ��

�� �� A� ����������� �� A
 ��
��� ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ����������� �����

e�� ��

�� �� A� ���
�� �� A
 ������������ ����

�� �� A� ��������
� �� A
 ����������� �����

NIL

CLUSTERING�
���

Im folgenden werden jetzt auch die Hypothesen des Knotens C parametrisiert�

CLUSTERING�
��� �UPDATE	JUNCTION	TREE	SYM JOIN	HASH ���
C��
 �
C

 
C�
����

���� Neue Evidenz in Clique � eingetragen�

���������������

COLLECT EVIDENZ �SYM�

Status von Clique 
 ist �collect� COLLECTED� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECTED� �pruning� NO��

��� Keine neuen Informationen in der Clique ��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� nach Clique 
 �Groesse� ��
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������������������

DISTRIBUTE EVIDENZ �SYM�

Status von Clique 
 ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
 �Groesse� �� zu Clique � �Groesse� ��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � �Groesse� �� zu Clique � �Groesse� ��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

NIL

CLUSTERING�
���

Die BEL	Werte der Knoten des Bayesschen Netzes sehen dann wie folgt aus�

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
A��
 HASH JOIN	HASH�

a
� ��

�� �� A
 C� ��
 �����
� �� A
 C
 ������������ ����

�� �� A
 C
 ������������ �� A
 C� ��
 �����
� �� A� C� ��� �������

�� A� C
 ������������ �����

a�� ��

�� �� A� C� ��� ������� �� A� C
 ������������ ����

�� �� A
 C
 ������������ �� A
 C� ��
 �����
� �� A� C� ��� �������

�� A� C
 ������������ �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
B��
 HASH JOIN	HASH�

b
� ��

�� �� A� C� ��
������
� �� A
 C� ��
��� �� A� C
 ������ �� A
 C
 ������ ����

�� �� A� C� ��� ������� �� A
 C� ��
 �����
� �� A� C
 ������������

�� A
 C
 ������������ �����

b�� ��

�� �� A� C� �� �������� �� A
 C� ������ �� A� C
 ������ �� A
 C
 ������ ����

�� �� A� C� ��� ������� �� A
 C� ��
 �����
� �� A� C
 ������������

�� A
 C
 ������������ �����

NIL

CLUSTERING����� �SHOW	BELIEF	SYM �
C��
 HASH JOIN	HASH�

c
� ��

�� �� A� C
 ������������ �� A
 C
 ������������ ����

�� �� A
 C
 ������������ �� A� C
 ������������ �� A� C� ��� �������

�� A
 C� ��
 �����
� �����

c�� ��

�� �� A� C� ��� ������� �� A
 C� ��
 �����
� ����

�� �� A
 C
 ������������ �� A� C
 ������������ �� A� C� ��� �������

�� A
 C� ��
 �����
� �����

NIL

CLUSTERING��
�� �SHOW	BELIEF	SYM �
D��
 HASH JOIN	HASH�

d
� ��

�� �� A
 C� ��

 �� �� A� C� ��
 �����
� �� A� C
 ����������
�

�� A
 C
 ����
�����
� ����

�� �� A
 C� ��
 � �� A� C� ��� ������� �� A� C
 ������������ �� A
 C
 �����

�����

d�� ��

�� �� A
 C� ������� �� A� C� ������� �� A� C
 ���

�������� �� A
 C
 �������

����

�� �� A
 C� ��
 � �� A� C� ��� ������� �� A� C
 ������������ �� A
 C
 �����

�����

NIL

CLUSTERING����� �SHOW	BELIEF	SYM �
E��
 HASH JOIN	HASH�
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e
� ��

�� �� A
 C� ���� ����
� �� A� C� ���� ���� � �� A� C
 ������ �� A
 C
 ������

����

�� �� A
 C� ��
 �����
� �� A� C� ��� ����
� �� A� C
 ������������

�� A
 C
 ������������ �����

e�� ��

�� �� A
 C� ��� �� �� A� C� ����������� �� A� C
 ������ �� A
 C
 ������ ����

�� �� A
 C� ��
 �����
� �� A� C� ��� ����
� �� A� C
 ������������

�� A
 C
 ������������ �����

NIL

CLUSTERING�����

Bsp

Im folgenden Beispiel werden nun anstatt der Hypothesen die Wahrscheinlichkei	
tentabellen der Knoten parametrisiert�

Beispiel C���� �a�priori Parametrisierung�
F�ur die a	priori Parametrisierung �siehe auch Beispiel A����� wird wie im vorangegan	
genen Beispiel wiederum das Bayessche Netz Gehirntumor als Beispielnetz herangezogen
�siehe Beispiel ������ Abbildung ��� und Tabelle �����
Sei das Bayessche Netz schon als Instanz erzeugt und die Knoten von Netica

nach RUBIN �ubertragen worden� Jetzt werden die a	priori Wahrscheinlichkeiten des
Knotens A parametrisiert� Dazu werden die entsprechenden Polynome erzeugt�

CLUSTERING���� �setf a
 �make	polynom �variablen ���A
�� �koeffizienten ��
���

�S�POLYNOM �VARIABLEN ��A
�� �KOEFFIZIENTEN �
� �KONSTANTE ��

CLUSTERING� �� �setf a� �make	polynom �variablen ���A��� �koeffizienten ��
���

�S�POLYNOM �VARIABLEN ��A��� �KOEFFIZIENTEN �
� �KONSTANTE ��

CLUSTERING����

Und dann im Knoten A eingetragen�

CLUSTERING���� �setf �aref �psi	matrix �gethash 
A��
 hash�� �� a
�

�S�POLYNOM �VARIABLEN ��A
�� �KOEFFIZIENTEN �
� �KONSTANTE ��

CLUSTERING���� �setf �aref �psi	matrix �gethash 
A��
 hash�� 
� a��

�S�POLYNOM �VARIABLEN ��A��� �KOEFFIZIENTEN �
� �KONSTANTE ��

CLUSTERING����

Die Bestimmung des Junction Trees und die Inferenz laufen analog wie im oberen
Beispiel ab�

CLUSTERING�
��� �MAKE	MARKOV	GRAPH HASH�

��
B��
 
C��
��

CLUSTERING�

�� �MULTIPLE	VALUE	SETQ �ELIM TRIANGULATION�

�GREEDY	ELIM HASH KNOTENLISTE��

�
E��
 
D��
 
C��
 
B��
 
A��
�

CLUSTERING�
��� �SETF JOIN	HASH �FORM	JUNCTION	GRAPH ELIM HASH��

�����

CLUSTERING�
��� �FORM	JUNCTION	TREE JOIN	HASH�

��� �� �
 ���

CLUSTERING�
��� �INITIALIZE	JUNCTION	TREE	SYM JOIN	HASH�

���������������
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COLLECT EVIDENZ �SYM�

�����

������������������

DISTRIBUTE EVIDENZ �SYM�

�����

CLUSTERING�
���

Als BEL	Werte f�ur die Knoten des Bayesschen Netzes erh�alt man�

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
A��
 HASH JOIN	HASH�

a
� ��

�� �� A
 
��� ����

�� �� A
 
��� �� A� 
��� �����

a�� ��

�� �� A� 
��� ����

�� �� A
 
��� �� A� 
��� �����

NIL

CLUSTERING�
 �� �SHOW	BELIEF	SYM �
B��
 HASH JOIN	HASH�

b
� ��

�� �� A� ���� �� A
 ��������
� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
�������
� �����

b�� ��

�� �� A� ���� �� A
 ����������� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
�������
� �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
C��
 HASH JOIN	HASH�

c
� ��

�� �� A� ������������ �� A
 ����������� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
�������
� �����

c�� ��

�� �� A� ����� �� A
 ��������
� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
�������
� �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
D��
 HASH JOIN	HASH�

d
� ��

�� �� A� ����������� �� A
 ����������� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
�������
� �����

d�� ��

�� �� A� ������ �� A
 ��� ������� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
�������
� �����

NIL

CLUSTERING�
��� �SHOW	BELIEF	SYM �
E��
 HASH JOIN	HASH�

e
� ��

�� �� A� �� 
� �� A
 �� �������� ����

�� �� A� 
��� �� A
 
��� �����

e�� ��

�� �� A� ����� �� A
 ��� � ����

�� �� A� 
��� �� A
 
��� �����

NIL

CLUSTERING�����

Bsp
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C�� Dynamische Bayessche Netze

In diesem Abschnitt werden die Behandlungsm�oglichkeiten f�ur Dyna	
mische Bayessche Netze vorgestellt� Es wird gezeigt� wie ein Modell eines
Dynamischen Bayesschen Netzes de�niert wird� wie sich die eingeschr�ankte
Eliminationsreihenfolge bestimmen l�a�t und �Aste im Junction Tree abge	
schnitten werden �Rollup��

Beispiel C���� �Dynamisches Bayessches Netz �� Zeitscheiben��
Als Beispiel wird ein Dynamisches Bayessches Netz herangezogen� wie es schon im
Kapitel � zu Erkl�arungszwecken verwendet wird� F�ur die De�nition des Dynami	
schen Bayesschen Netzes mit seinen Zeitscheiben und Knoten wird die folgende Datei
ben�otigt� In ihr sind auch alle a	priori und bedingten Wahrscheinlichkeiten der Knoten
enthalten� Exemplarisch sind nur der Knoten A und der Knoten D pr�asentiert�

� ��� Modell fuer mehrfach verknuepfte Bayessche Netze

� ��� Boris Brandherm

���


 ��� Kjaerulff

���


 ��� A									�A

��� ��

	 ��� � �

��� � �

�� ��� � B

��� � �

�� ��� � �

��� v�

�
 ��� C

��� �

�
 ��� v

��� D									�D

�	 ��� � �

��� � �

�� ��� � �

��� E F

�� ��� � �

��� � �

�
 ��� � �

��� G

�
 ��� �

��� v

�	 ��� H									�H

���

�� ���

��� Definition der Knoten�

�� ���

��� ��������

�
 ���

��� Knoten A

�
 ���

�Def	Netica	Node

�	 �� Name des Knotens im Schema


A



� �� kind� NATURE�NODE DECISION�NODE UTILITY�NODE ASSUME�NODE
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NATURE�NODE


� �� chance or determin

�chance



 �� Anzahl der Hypothesen des Knotens

�



 �� Namen der Hypothesen

��
a

 
a�
�


	 �� Elterknoten des Knotens

�� �Hat als Zeitscheibe � keine Elternknoten� ansonsten

�� �� den Knoten A aus der Vorgaengerzeitscheibe��

��

�� ��
A
 	
��

�start ��

�
 �

�� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �

�
 �� �bedingte Wahrscheinlichkeiten�

���lambda �node state	number states	array�

�	 �float

�cpt	a	under	a	
 state	number �� A


� �foreign	aref states	array �� �� A	


�


� �� float

�� lambda



 �� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �

�� �a	priori Wahrscheinlichkeiten�



 ���lambda �node state	number�

�float �nth state	number ����� ������


	 �

�� state

�� �dynamic

�� Aliasnamen des Knotens nicht definiert

�� �� print	name optional

�

�
 ��

�� CPT fuer A �Zeitscheibe t � ��

�
 ��

�� � A	
 �

�	 �� � a
 � a� �

�� 						�						�						�

	� �� a
 � 
��� � ���� �

�� A 				�						�						�

	� �� a� � ���� � 
��� �

�� 						�						�						�

	
 ��

�defun cpt	a	under	a	
 �A A	
�

	
 �nth A

�nth A	


		 ���
��� ����� � P�A � !a	
"
�

����� 
����� � P�A � !a	
"��

�� ���

�����

�� ��� ��������

���

�
 ��� Knoten D

���

�
 �Def	Netica	Node
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�� eindeutiger Name des Knotens im Schema

�	 
D


�� kind

��� NATURE�NODE

�� chance or determin

��� �chance

�� Anzahl der Hypothesen

��
 �

�� Namen der Hypothesen

��
 ��
d

 
d�
�

�� Elternknoten des Knotens

��	 ��

�
C
 �
D
 	
��

��� �start �
C
�

�

��� �� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �

�� �bedingte Wahrscheinlichkeiten�

��
 ���lambda �node state	number states	array�

�float

��
 �cpt	d	under	cd	
 state	number �� D

�foreign	aref states	array �� �� C

��	 �foreign	aref states	array 
� �� D	


�

��� �� float

� � lambda

��� �� Wahrscheinlichkeitentabelle fuer Zeitscheibe t � �

�� �bedingte Wahrscheinlichkeiten�

��
 ���lambda �node state	number states	array�

�float

��
 �cpt	d	under	c state	number �� D

�foreign	aref states	array �� �� C

��	 �

�� float

��� �� lambda

�� state

��� �dynamic

�� Aliasnamen des Knotens nicht definiert

��
 �� print	name optional

�

��
 �� ���

��

��	 �� CPT fuer D �Zeitscheibe � ��

��

�
� �� � C �

�� � c
 � c� �

�
� �� 					�						�						�

�� d
 � ���� � ���� �

�

 �� D 			�						�						�

�� d� � ���� � ���� �

�

 �� 					�						�						�

��

�
	 �defun cpt	d	under	c �D C�

�nth D

��� �nth C

������� ����� � P�D�d
�d��C�c
�

��� ����� ������ � P�D�d
�d��C�c��
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���

��
 �� ���

��

��
 �� CPT fuer D �Zeitscheibe t � ��

��

��	 �� � B �

�� � b
 � b� �

�
� �� �													�													�

�� � A � A �

�
� �� � a
 � a� � a
 � a� �

�� 					�						�						�						�						�

�

 �� c
 � ���� � ���� � ���� � ���� �

�� C 			�						�						�						�						�

�

 �� c� � ���� � ���� � ��
� � ���� �

�� 					�						�						�						�						�

�
	 ��

�defun cpt	d	under	cd	
 �d c d	
�

��� �nth d

�nth c

��� �nth d	


���

��
 ����� ����� � P�D � c
� !d	
"
�

����� ������ � P�D � c�� !d	
"
�

��
 �

����� ��
�� � P�D � c
� !d	
"��

��	 ����� ������ � P�D � c�� !d	
"��

�

�	� �� nth d	


�� nth c

�	� �� nth d

�� defun cpt	d	under	cd	


�	
 �����

Die folgende Datei l�adt ein Modell eines Dynamischen Bayesschen Netzes ein und
erzeugt davon drei Zeitscheiben �n�amlich die Zeitscheiben � bis �� durch den Befehl
�Get	Netica	Node	from	spec 
H
 �time ��� Dadurch werden der Knoten E und rekur	
siv alle seine Vorg�angerknoten erzeugt� In Zeitscheibe � besitzen die Knoten keine
Vorg�angerknoten in anderen Zeitscheiben und die Rekursion terminiert�

� �Make	NeticaEnvironment�

� �Make	NewNet 
kjaerulff
�

��


 �� Modell des Netzes einladen

��


 �load 
�WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��modell	kjaerulff
�

��

	 �� eine Instanz des Netzes erzeugen� ���

��

�� �Get	Netica	Node	from	spec 
H
 �time ��

Wie im vorigen Beispiel wird wiederum das Hauptprogramm geladen�

USER�
�� �load 
rubin
�

� Loading ��rubin�lisp
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��� � � ��� � � � 	 		 			 �������������

� � � � � � � �� � 	 		 			 �������������

��� � � ��� � � � � 	 		 			 �������������

� � � � � � � � �� 	 		 			 �������������

� � ��� ��� � � � 	 		 			 �������������

Rollup Benutzer	Interface

�����

T

USER���� �in	package �clustering�

��The CLUSTERING package�

CLUSTERING����

Jetzt wird als n�achstes das Modell des Dynamischen Bayesschen Netzes eingeladen
und die drei Zeitscheiben in Netica erzeugt� Danach werden die Knoten aus Netica
nach RUBIN �ubertragen�

CLUSTERING���� �load 
�WW�ai	gate� ����� �demo	kjaerulff	�ts
�

� Loading �WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��demo	kjaerulff	�ts�lisp

� Loading �WW�ai	gate�home�borisbra�DIPLOM��rubin�modelle��modell	kjaerulff�lisp

Creating new Netica node named 
H��


�����

Creating new Netica node named 
H�



�����

Creating new Netica node named 
H��


�����

Creating new Netica node named 
F��


T

CLUSTERING���� �SETF KNOTENLISTE

�MAPCAR ��GETNODENAME�BN

�NODELIST�BN	TO	LIST �GETNETNODES�BN �NET�����

�
A��
 
B��
 
C��
 
D��
 
E��
 
F��
 
G��
 
H��
 
H�

 
G�

 ����

CLUSTERING���� �SETF HASH �MAKE	RUBIN	GRAPH	FROM	NETICA KNOTENLISTE �NET���

Habe die Netzstruktur� Erzeuge die Matrizen�

��EQUAL hash	table with �� entries � �x��b��ba�

CLUSTERING� ��

Die drei Zeitscheiben des Dynamischen Bayesschen Netzes lassen sich nun mit dem
Visualisierungsprogramm von RUBIN gra�sch darstellen� In Abbildung C�� ist das
Dynamische Bayessche Netz mit seinen drei Zeitscheiben� wie es mit RUBIN angezeigt
wird� als Bildschirmabzug zu sehen� Wie man erkennen kann� sind die temporalen
Kanten gelb dargestellt�
Der Graph wird nun moralisiert und trianguliert �Das Ergebnis der Triangulie	

rung ist in Abbildung C�� als Bildschirmabzug von RUBIN zu sehen��� Dazu wird
f�ur die Triangulierung die Eliminationsreihenfolge auf besondere Art und Weise be	
stimmt� da jetzt die Zeitscheiben und auch die Interfaceknoten ber�ucksichtigt werden
�eingeschr�ankte Eliminationsreihenfolge��

CLUSTERING� �� �MAKE	MARKOV	GRAPH HASH�

��
A��
 
B��
� �
E��
 
F��
� �
G�

 
H��
� �
E�

 
F�

� �
C�

 
D��
�

�
A�

 
B�

� �
G��
 
H�

� �
E��
 
F��
� �
C��
 
D�

� �
A��
 
B��
��

CLUSTERING���� �SETF TS	ELIM �ELIM	LIST	FOR	GREEDY	TS	ELIM HASH��

eingeschraenkte Eliminierung auf� ��G�� F�� E�� C�� B��� �A�� D�� H���

�G�
 F�
 E�
 C�
 B�
� �A�
 D�
 H�
�



��� Anhang C� RUBIN

Abbildung C��� Bildschirmabzug des Dynamischen Bayesschen Netzes �DAG�

�H�� G�� F�� E�� D�� C�� B�� A��� NIL�

��
G��
 
F��
 
E��
 
C��
 
B��
� �
A��
 
D��
 
H��
�

�
G�

 
F�

 
E�

 
C�

 
B�

� �
A�

 
D�

 
H�

�

�
H��
 
G��
 
F��
 
E��
 
D��
 
C��
 
B��
 
A��
� NIL�

CLUSTERING���� �MULTIPLE	VALUE	SETQ �ELIM TRIANGULATION�

�GREEDY	TS	ELIM HASH TS	ELIM��

Bearbeite folgende Liste� �G�� F�� E�� C�� B���

Bearbeite folgende Liste� �A�� D�� H���

Bearbeite folgende Liste� �G�
 F�
 E�
 C�
 B�
�

Bearbeite folgende Liste� �A�
 D�
 H�
�

Bearbeite folgende Liste� �H�� G�� F�� E�� D�� C�� B�� A���

Bearbeite folgende Liste� NIL

�
B��
 
C��
 
E��
 
F��
 
G��
 
A��
 
H��
 
D��
 
B�

 
C�

 ����

CLUSTERING����

Aus dem triangulierten Graphen wird der Junction Graph bestimmt und jeder
Knoten des Graphen einer Clique zugeordnet� Durch L�oschen von gewissen Kanten
im Junction Graph erh�alt man dann den Junction Tree des Dynamischen Bayesschen
Netzes�

CLUSTERING���� �SETF JOIN	HASH �FORM	JUNCTION	GRAPH ELIM HASH��

clique�
 �� � ��

�����

clique�
� �� � � ��

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens A��� 
 ��A����
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Abbildung C��� Bildschirmabzug des Dynamischen Bayesschen Netzes �trianguliert�

�����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens H��� � ��H�� G����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens H�
�  ��H�
 G�
 H����

�����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens H��� 

 ��H�� G�� H�
��

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens G��� 
� ��G�� E�� F����

�����

���� Berechne Cliquen	Zugehoerigkeit des Knotens F��� 
� ��G�� E�� F���

�E�� D��� �F�� D����

��EQUAL hash	table with 
� entries � �x��ce����

CLUSTERING�
��� �FORM	JUNCTION	TREE JOIN	HASH�

��

 
�� � �� �� 
�� �
� 

� �� �� �
� 
�� ��  � �� �� �� �� �
 �� ����

CLUSTERING�

��

In Abbildung C�� ist der Junction Tree des Dynamischen Bayesschen Netzes dar	
gestellt�
Auf dem Junction Tree kann nun der Inferenzalgorithmus gestartet werden� Als

erstes wird der Junction Tree initialisiert� Man erkennt wiederum leicht die beiden
Phasen Collect Evidence und Distribute Evidence�

CLUSTERING�

�� �INITIALIZE	JUNCTION	TREE	SYM JOIN	HASH�

���������������

COLLECT EVIDENCE �SYM�
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Abbildung C��� Bildschirmabzug des Dynamischen Bayesschen Netzes �Junction Tree�

Status von Clique 
 ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique �

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique �

Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique 

 ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

��� Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
� nach Clique 
�

Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

��� Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
� nach Clique 
�

��� Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
� nach Clique 



��� Status von Clique 

 ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 

 nach Clique 
�

��� Status von Clique 
� ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
� nach Clique �

Status von Clique  ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique �

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique  

��� Status von Clique  ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique  nach Clique �

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique �

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique �

��� Status von Clique � ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � nach Clique 


������������������

DISTRIBUTE EVIDENCE �SYM�
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Status von Clique 
 ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
 zu Clique �

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � zu Clique �

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � zu Clique �

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � zu Clique � Clique � Clique 
� Clique  

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

Status von Clique 
� ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
� zu Clique 



Status von Clique 

 ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 

 zu Clique 
�

Status von Clique 
� ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique 
� zu Clique 
� Clique 
�

Status von Clique 
� ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

Status von Clique 
� ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

Status von Clique  ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique  zu Clique �

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

���� Schicke die Nachricht von Clique � zu Clique �

Status von Clique � ist �distribute� DISTRIBUTE� �pruning� NO��

NIL

CLUSTERING�
���

Wie obenstehend zu sehen ist� wird bei Collect Evidence vom aufrufenden Knoten
in alle Blattknoten hinuntergestiegen und von allen eine Nachricht zum Aufrufenden
Knoten geschickt� Bei Distribute Evidence wird bis zu allen Blattknoten hinunter die
Nachricht vom aufrufenden Knoten versendet�
Im folgenden wird in der Clique Clq� der Knoten A	 mit einer neuen Evidenz in	

stantiiert� Bei Collect Evidence wird zwar vom aufrufenden Knoten in alle Blattknoten
hinuntergestiegen aber von keinem eine Nachricht zum aufrufenden Knoten geschickt�
da keine Nachricht zu versenden ist� Bei Distribute Evidence wird bis zu allen Blatt	
knoten hinunter die Nachricht vom aufrufenden Knoten versendet� da in Clique Clq�
eine neue Evidenz steht und eine neue Nachricht zu verschicken ist�

CLUSTERING�
��� �UPDATE	JUNCTION	TREE	SYM JOIN	HASH ���
A��
 �
A

 
A�
����

���� Neue Evidenz in Clique 
 eingetragen�

���������������

COLLECT EVIDENCE �SYM�

Status von Clique 
 ist �collect� COLLECT� �pruning� NO��

Status von Clique � ist �collect� COLLECTED� �pruning� NO��
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Durch den Befehl �setf �status�pruning �gethash 
 join�hash�� �pruning�

wird jetzt in der Clique Clq
 eine Schranke f�ur den Inferenzalgorithmus gesetzt� Wird
als aufrufender Knoten z�B� die Clique Clq�	 gew�ahlt� so wird an der Clique Clq
 mit
Collect Evidence bzw� Distribute Evidence abgebrochen� wie im folgenden zu sehen ist�
Um zu verstehen� in welchen �Asten Collect Evidence nach neuen Evidenzen sucht und
in welche �Aste die neue Information durch Distribute Evidence verschickt wird� sollte
man sich auf Abbildung C�� anschauen� in der der Junction Tree abgebildet ist�
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Ist man an dem Shafer	Shenoy Skript einer Clique� z�B� Clique Clq�	� interessiert�
so erh�alt man es auf die folgende Art und Weise�
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